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УДК 517.52

Б алан  В.А.

ПОБУДОВА РАДІАЛЬНО ОБМЕЖЕНИХ АНТИПРОКСИМІНАЛЬНИХ 
МНОЖИН В ПРОСТОРІ U

Балан В.А. Побудова радіально обмежених антипроксимінальних множин в просторі L\
// Карпатські математичні публікації. — 2010. — Т.2, №2. — С. 4-9.

Показано, що в просторі L\ поляра слабко* збіжної до нуля послідовності містить 
радіально обмежену абсолютно опуклу антипроксимінальну множину.

В ступ

Від станню  від елемента х в нормованому просторі X до непорожньої множини 
M C X називається число d (x ,M) = ||х — М\\ = inf{Ца; — у\\ : у  Є М}. Елемент 
у  Є М називається найближчою точкою до х, якщо ||.т — у\\ = d,(x, М),  а множина всіх 
найближчих елементів до точки х в множині М  позначається через Рм (х).

Множина М називається антипроксимінальною (АР-множиною),  якщо Рм{х) = 0  
для довільного х Є X \ М.

Нехай X* — спряжений простір до X. Кажуть, що функціонал f  Є X* д о ся га є  
максимуму на м нож ин і  M  C X , якщо існує елемент х Є М  такий, що f (x )  = sup f (M ) .  
Позначимо Σ(Μ) множину всіх функціоналів, які досягають максимуму на множині М, 
тобто

Σ(Μ) = {/ Є X* : Зх Є М \ f (x )  = sup/(М)}.

У 1972 році М.Едельштейн і А.Томпсон в [5] показали, що антипроксимінальність 
обмеженої замкненої опуклої підмножини М  банахового простору X рівносильна тому, 
що жоден ненульовий опорний функціонал множини М  не досягає норми на замкненій 
одиничній кулі В, тобто

Σ(Α)ΠΣ(Β)  = {0}.

В роботах [1-6] вивчалися простори, які містять деяку обмежену замкнену непоро
жню антипроксимінальну множину. Зокрема, було встановлено, що такими є простори: 
Cq, с, с (Х)  (при певних умовах на простір X), L^. У зв’язку з цими дослідженнями

2000 Mathematics Subject Classification: 46Е30, 46В28.
Ключові слова і фрази: простір L\, антипроксимінальна множина, радіальна обмеженість.
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М. Попов поставив питання: чи містить простір сумовних функцій L\ деяку обмежену 
опуклу замкнену антипроксимінальну множину?

Множина М  в банаховому просторі X над полем К, 0 Є М, називається радіально 
о бмеженою ,  якщо для кожного ненульового елемента х Є X множина {а б К  : ах  Є М}
-  обмежена в К.

Зауважимо, що в [2] побудовано приклад опуклої замкненої радіально обмеженої 
антипроксимінальної множини в просторі L\ [—1,1].

У даній статті ми узагальнимо підхід з [2] і покажемо, що поляра довільної и>*~ 
збіжної до нуля послідовності функціоналів з L\ містить замкнений радіально обмеже
ний абсолютно опуклий антипроксимінальний окіл нуля в L\.

1 Д опоміжні твердж ення

Спочатку відмітимо, що

£№,) = {/ є і »  : μ({* е [о, 1]: 1/(01 = II/ID) > 0}.
де B Lj — замкнена одинична куля в L\.

Тут і далі, враховуючи опис спряженого L\, неперервні функціонали на просторі
Li ми будемо ототожнювати з елементами простору L^.  А саме, якщо у  Є Loo, т0
у(х) = f  y(t)x{t)d/i для всіх х Є L\.

[0 ,1]

Для довільної множини А у лінійному просторі X через вр(Л) ми позначатимемо 
лінійну оболонку множини А.

Нам будуть потрібні наступні твердження.

Т вердж ення 1.1. Нехай ( у п )™=\ ~ п о с л і д о в н і с т ь  простих функцій  у п  Є L^, ( a n )™=1 - 
д ов ільна  послідовність чи с ел  an Є R, αη ф 0, ( z n )^  — послідовність функцій *-П  £  ^ О О  7

Уп — Уп + UnZn д л я  к ож но го  п  Є N, причому послідовність (zn)Z=1 за д о в ол ьн я є  наступну  
умову :

Ті
(г) я к щ о  і с н у є  така множина А С [0,1] з μ(Α) > 0, щ о  функц ія  Σ  — стала на

к=і
А, то Ьк = 0 для всіх 1 < к < п.

Тоді sp{yn : η  Є N П Σ(Β^)} = {0}.

Доведення .  Нехай існує функція h : [0,1] —> R, h Є sp{yn : η  Є Ν} Π Έ(Βι^). Оскільки 
h  Є E(BLl), то множина А = {t Є [0,1] : \h(t)\ = ||/г||} така, що μ(Α) > 0. Вважатимемо, 
що μ(Α+) > 0, де А+ = {t Є [0,1] : h(t) = ||/і||}. П

З іншого боку, оскільки h Є sp{yn : η Є Ν}, то h = Х^(АкУк + XkakZk)·
к= 1

Тому маємо П П
^  ̂ХкУк(ї) "Ь ^   ̂ f̂ĉ 'fĉ 'fc(̂ ) \М 
к=1 fc=l

η  η
для всіх t Є А+. Тепер Σ  xkakzk(t) = ||/і|| -  ^  Aky k{t) = g(t) .  Оскільки функція g(t)

к=1 к=1
є простою, то існують таке с  Є R і множина В  С А+ з μ (Β )  > 0, що g (t)  — с  для



довільного t Є В. Тому ^  ^kakzk = с на множині В, звідки, згідно з умовою (і), маємо
к=1

Afeafc = 0 для кожного 1 < к < п. Врахувавши, що всі afc ф 0, одержимо, що \к = 0 для 
всіх 1 < к < п. Тому h = 0. □

Зауважимо, що послідовність (ζη)™=1 многочленів різних додатних степенів задо
вольняє умову (і) твердження 1.1, адже многочлен додатного степеня не може бути 
сталим на нескінченній множині.

Твердж ення 1.2. Нехай X = Lb ( є к)^=1 — зб іжна д о  н уля  послідовність чи с ел  є к > 0, 
(хпк : η  Є Ν, к > η ) — с ім ’я  елементів хпк Є X таких, що  [j-XVifc|| < £к д л я  всіх η  Є N 
та к > η і ψ : N ->· {(п, к) : η  Є Ν, к > п} — бієкція. Тоді послідовність zm = χψ(τη) 
збігається д о  н уля  в X .

Доведення.  Зафіксуємо ε > 0. Оскільки lim є к = 0, то існує к0 Є N, таке що є к < ε
к—> оо

для всіх к > к,0. Зрозуміло, що множина А = {(п , к ) : η  Є Ν, η  < к < к0} — скінченна. 
Покладемо m0 = sup

Нехай m > m0. Тоді (n, к) = φ(τη) £ А , тобто к > к0. Тому ||zm|| = ||x'nfc|| < £к < ε, а, 
отже, lim ||zm|| = 0 . □

rn—>оо

Для множини А в топологічному просторі X через А ми позначатимемо замикан
ня множини А. Через сс(Л) — абсолютно опуклу оболонку множини А у векторному 
просторі X .

w *

Твердж ення 1.3. Нехай (уп)™=1 — послідовність елементів у п Є L^, таких щ о  уп — > 0. 
Тоді і с н у є  послідовність (zn)^=1, zn Є Loo, така щ о  zn — їО, sp{zn : η  Є Ν}Γ)Σ(ΒLl) = {0}
і {yn : η  Є N} С сс{ζη : η  Є Ν} .

Доведення.  Нехай ( є к)^=1 — послідовність чисел є к = ^  і (m nk : η  Є N,k > η) —
сім’я різних натуральних чисел. Побудуємо сім’ю (хпк : η  Є Ν, к > η ) простих функцій
i n k  Є Loo, таку що сім’я ( х пк  : η  Є Ν, к >  п) елементів xnk =  хпк + є к а п к ,  де a nk(t) =  tmnk
при t Є [0,1], задовольняє умови:

к
(і) IIУп -  Σ  хпг II < 2єк для всіх п Є N і к > п,

г=п
(n) ||.Tnfc|| < 2εк + єк+1 при к > п.
Зауважимо, що достатньо для кожного η Є N побудувати послідовність {xnk)^Ln. 

Зафіксуємо п Є N. Міркуватимемо індукцією відносно к > п. Виберемо просту функцію
•Ї'ПП Є Lqo, таку що ||у„ -  χηη|| < εη . Тоді

II Уп З-'пгг 11 — II Уп п̂п II “І- ІІ̂ шг ■̂'ПтгЦ — cn “І- Ц^п^ггпЦ — 2εη,

тобто виконується умова (г) при к = п.
Припустимо, що функції хпп, ..., хпк вже побудовані. Побудуємо функцію хпк+\. Згі-

к
дно з умовою (г), маємо ||jfnfc|| < 2εк, де у пк = у п -  Σ  хпі -

Виберемо просту функцію хпк+і Є Loo, таку що ||x„fe+i|| < 2єк і ||ynfc -  χ„̂ +ι|| < є к+\. 
Тоді матимемо

fc+l
II Уп  ^   ̂ -̂ -ггг 11 5 :  ||?7nfc Х п к + 1 II “Ь ||“ fc + l^ r ifc + l || ^  2  Єк  =fc+l і

г=п

тобто виконується умова (гг).
Покладемо unn = 2xnn і ипк — 2кхпк при к > п. Тепер візьмемо бієкцію φ : N —> 

{(n, к) : п  Є Ν, к > п} і покладемо zm = uv(m).
Множину натуральних чисел N розіб’ємо на дві підмножини наступним чином:

М\ = {<£_1 (п, 7г) : п Є Ν}, Μ2 = Ν \Μ ι-

Оскільки у п ^-*  0 і ||уп — χηη|| < 2εη , то хпп^>-0, тому і ипп— >0, а, отже, послі
довність (zm)m<EMi — -збіжна до нуля. Тепер, оскільки ||xnfc|| < = є к, то ||itnfc|| < ψ
для всіх η Є N та всіх к > п. Отже, згідно з твердженням 2.2, послідовність (гт)тем2

Ц)*
збігається до нуля за нормою. Тому zm — > 0 при т  —> оо.

к к 
Тепер, оскільки ||у„ -  Σ χ'ηί|| < 2efc, то у п = J2 Хпк- Врахувавши, що Σ  хпі =

і=п к>п 1=71
к

\ипп + Σ  ψ ηηί Q сс{ипі : і > п} = с ф „  : п Є Ν} для всіх п Є N і к > п, отримаємо,
і=п-f  1

що уп Є сс{-гп : п  Є N} для кожного η Є N. □

Зауважимо, що оскільки функції хпк — прості і натуральні числа т пк різні, то по
слідовність функцій хпк задовольняє умову (і) твердження 1.1. Тому цю ж  умову задо
вольняє послідовність (ζη)™=ι· Отже, sp{zn : п  Є Ν} П Ti{BLl) = {0}.

Т вердж ення 1.4. Нехай X — нормований простір, ( yn)™=i, (zn) L̂\ ~ послідовності
--------------------------------------------- у ; *

лінійних непер ервних  функціоналів yn,zn Є X*. такі щ о  {уп : η Є N} С sp{zn : η  Є Ν} 
і sup |у„(х)| > 0 д л я  всіх х Є X. Тоді sup \zn(x)\ > 0 для всіх х Є X.

ngN neN
Доведення .  Нехай sup|zn(:r)| = 0 для деякого х Є X , тобто zn(x) = 0 для всіх η Є N.

neN
Зауважимо, що множина L = {у Є X* : у(х) = 0} є г«*-замкненоіо в X*. Тому {у п : η Є 
N} С sp{zn : η  Є N}W С L. Отже, у п(х) = 0 для всіх η  Є Ν, що суперечить умові. □

2 ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема 1. Нехай X — нормований простір, В  — одинична куля  в  X , (у„)^ і — w*- 
з б іжна  д о  нуля  послідовність функціоналів уп Є X*, така що  sp{уп ■ η  Є Ν} П Е(/і) -
{0}. Тоді множина М  = {уп : η  Є Ν}° є  АР-множиною.

Доведення.  Покажемо, що Σ(Μ) С sp{yn : η Є Ν}.
Нехай уо ф 0, i/o Є Σ(Μ). Без обмеження загальності можемо вважати, що 

supyo(^) = |supy0(£)| = 1· Оскільки уо Є Σ(Μ), то існує елемент х0 Є М, такий
х Є М  х € М

що Уо(хо) = 1.



Оскільки |у0(х)| < 1 для всіх х Є М, то у0 Є М° = {уп : п  Є N}°°. Згідно з теоремою 
про біполяру, множина {уп : п  Є N}°° є го*-замкненою абсолютно опуклою оболонкою

-------------------------------------- IV *
множини {уп : п  Є N}, тобто уо Є сс{уп : п  Є N} = В.

Покладемо Νχ = {п Є N : |г/„(хо)| < |} і iV2 = {π Є N : |у„(хо)| > \}· Оскільки
Уп(хо) 0, то множина Ν2 — скінченна. Покладемо А\ = сс{уп : п Є Νχ} і Л2 = 
с с{ уп : η Є N2}W = сс{уп : п  Є N2}.

Позначимо А = {Λα! + μα2 : αχ Є Аг,а 2 Є Л2, |Л| + \μ\ < 1} і покажемо, що А = 
сс(Л] U А2) = В.

Зауважимо, що А С сс(Лі U Л2) С с с(Аг U А2) = В. Крім того, оскільки множини
Αλ і А2 — абсолютно опуклі, то і множина А є  абсолютно опуклою. Тому сс(ЛіиЛ2) = А. 
Залишилось показати, що множина А є «/-замкненою.

Розглянемо неперервне відображення φ : (X *, w*) х (X *, w*) х Е2 —> (X*, ги*), яке діє 
за правилом φ(χ, у, (λ, μ)) = \х + μ</. Згідно з теоремою Алаоглу-Бурбакі, множини А\ 
і А2 є компактними в (X *, w*), а множина S — {(X, μ) Є R2 : |А| + |μ| < 1} -  компактна 
15 R2. Тому множина А = φ(Α\ х А2 х S) є компактною, зокрема г<;*-замкненою в X*.

Таким чином, уо Є А. Тоді уо = Ауі l lf)2 i дє <7і ^ .92 Є .А2, |А| -|- |μ| ^ 1. Оскільки
|у(.г0)| < 5 для всіх д  Є Лі і |̂ (хо)| < 1 Для всіх д  Є Л2, то |#ι(ζ0)| < § і ІЗг^о)! < 1· 
Покажемо, що А = 0. Маємо 1 = |уо(*о)| = |Ауі(х'о) + μ^Ο '̂ο)! < |А||уі(хо)| + ИІУг^о)! < 
|λ| · \ + |μ| · 1 < 1 -  Отже, А = 0 і у0 Є А2 = сс{уп : п Є N2} С sp{y„ : 7г Є N}.

Тепер, оскільки sp{y„ : п  Є Ν} Π Σ(β) = {0}, то Σ(Μ) Π Σ (5) = {0}, а, отже, М  — 
АР-множина. □

Теорема 2. Нехай (уп)™=1 — w*-зб іжна д о  нуля  послідовність функцій  уп Є L^. Тоді 
і сн у є  сепарабельна множина В  Є L^. така щ о  множина {уп : η  Є N} С В і множина 
М — В° є  АР-множнною в L\. Зокрема, я к щ о  sup |у„(.т) | > 0 для всіх х Є X, то множина

пЄМ
М є  рад іально обмеженою.

Доведення.  Згідно з твердженням 1.3 існує послідовність (zn)™=l точок zn Є Loo, така 
що zn -^>0, sp{z„ : η  Є Ν} П ^ (B Ll) = {0} i {yn : η  Є N} C cc{zn : n  Є N}”" . Покладемо 
В — cc{zn : n  Є Ν}1̂ . Зауважимо, що Μ = В° = {ζη : η  Є Ν}000 = {ζη : η  Є Ν}°. Тоді, 
згідно з теоремою 1 множина М є АР-множиною в L\.

Покажемо, що М є радіально обмеженою. Спочатку зауважимо, що радіальна обме
женість множини сс{ζη : η  Є Ν}° рівносильна тому, що sup |α„(χ)| > 0 для всіх

пЄ N
X Є X. Тепер, оскільки sup|y„(x)| > 0 для всіх X Є X, то згідно з твердженням 1.4

пЄМ
sup \zn(x)\ > 0 ДЛЯ ВСІХ X Є X. □
nGN

Наступне твердження показує, що, використовуючи описану вище конструкцію, 
одержати обмежену ЛР-множину М  в просторі L\ не можна, адже простір L\ не можна 
ізоморфно вкласти в простір Со-

Твердж ення 2.1. Нехай X -  банахів простір, (yn)^ =1 ~ w*-зб іжна д о  н уля  по сл ідов 
ність функцій  уп Є X* і М = {уп \ η  Є Щ°. Тоді, я кщ о  М — обмежена, то X ізоморфно  
вкладається в Cq.

Доведення.  Означимо оператор Т : X —> со наступним чином

X 3 х ^ ( у і ( х ) , у 2(х),...) = Тх.

Оскільки уп 0, то уп(х) — > 0 для всіх х Є X, а, отже, Тх Є с0 для всіх х Є X.
п—>оо

Зрозуміло, що оператор Т — лінійний. Покажемо, що оператор Т — неперервний. 
Зауважимо, що згідно з принципом рівномірної обмеженості послідовність (уп)п=л ~ 

обмежена за нормою. Без обмеження загальності вважатимемо, що ||у„|| < 1 для ко
жного η Є N. Зафіксуємо х Є X. Тоді ||Тх||С0 = ІКу^ж), у2(ж), ...)||со = sup |у„(.х)| <

П
SUP ІІУпІІ · Ikll < IMI· Отже, ||Т|| < 1 і оператор Т — неперервний.
П

Нехай С > 0 таке, що ||ж|| < С для кожного х Є Μ = {ζ Є X : sup|yn(z)| < 1} =
П

{ζ Є X : \\Tz\\C0 < 1}. Тому ||Tz||Co > \̂\z\\ для кожного ζ Є X, тобто Т -  обмежений 
знизу. Отже, Т  -  ізоморфне вкладення. □
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ПРО НАБЛИЖЕННЯ НАРІЗНО І СУКУПНО НЕПЕРЕРВНИХ 
ФУНКЦІЙ

Волошин Г.А., Маслюченко В.Κ., Маслюченко О.В. Про наближення нарізно і сукупно 
неперервних функцій // Карпатські математичні публікації. — 2010. — Т.2, №2. — С. 10-20.

Досліджується проблема: які з всюди щільних підпросторів L банахового простору 
C (Y ) неперервних на компакті Y  функцій і топологічних просторів X  мають ту власти
вість, що для кожної нарізно чи сукупно неперервної функції / : X  х У  —> Ш існує така по
слідовність нарізно або сукупно неперервних функцій /„ : X  x Y  —> R, що = /„(ж, ·) Є L 
для довільних п Є N, х Є X, і /*  =4 } х на Y  для  кожного х Є X ? Зокрема з ’ясовано: коли 
простір C(Y) має базис, то кожна сукупно неперервна функція / : X  x Y  -> R має сукупно 
неперервні апроксимації /„ такого роду.

1 . Вперше наближення нарізно неперервної функції / : R2 —> R за допомогою сукупно 
неперервних функцій /„ : R2 —> R, які є кусково лінійними відносно другої змінної, 
розглянув А. Лебеґ у своїй першій друкованій праці [10], де він встановив, що кожна 
нарізно неперервна функція / : R2 —>■ R належить до першого класу Бера. М. Цуджі 
[15] зауважив, що конструкцію Лебеґа можна застосувати для доведення теореми Бера 
про проекцію множини точок розриву нарізно неперервних функцій. У праці [1] за 
допомогою многочленів Бернштейна було показано, що для кожної нарізно неперервної 
функції / : [0.1]2 —» R існує така послідовність сукупно неперервних і поліноміальних 
відносно другої змінної функцій /п : [0,1]2 R, що f x(y) = f n(x,y )  =3 f ( x , y ) = f x(y) 
на [0,1] при п  —> оо для кожного х Є [0,1].

Після цього стало зрозуміло, що кожен метод апроксимації неперервних функцій 
породжує відповідну задачу про наближення нарізно неперервних функцій, і, таким 
чином, виникає багато питань, які пов’язують теорію наближень з теорією нарізно непе
рервних функцій. Результати дослідження цих питань доповідалися на трьох наукових 
конференціях [12, 3, 2], другому Всеукраїнському математичному конгресі [5], акаде
мії, присвяченій Ю. Шаудеру, у Львівському університеті (25 вересня 2009), науковому 
семінарі з теорії функцій і функціонального аналізу в Чернівецькому університеті (15

2000 Mathematics Subject Classification: 54С30, 65D15.
Ключові слова і фрази: нарізно і сукупно неперервні функції, наближення нарізно і сукупно неперерв
них функцій.
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жовтня 2009) і семінарі “Сучасні проблеми теорії ймовірності і математичного аналізу” 
у Ворохті [7, 4], організованому Прикарпатським університетом.

У цій праці ми обговорюємо проблеми, поставлені в [7], розширюємо їх список і 
даємо доведення теорем, сформульованих у [7, 2].

2. Для топологічного простору Υ  символом C(Y) ми позначаємо простір усіх непе
рервних дійснозначних функцій д : Y —> R, а символом CP(Y) — цей же простір, 
наділений топологією поточкової збіжності, що породжується сукупністю переднорм 
Qу ( з )  = \д(у)\, де У пробігає множину Y [8 , с.ЗО].

Нехай X — ще один топологічний простір. Для функції / : X х Y -> М і точки 
(ж,у)  Є X х Y покладемо f x(y) = f y {x) = f i x , у)· Функція / називається нарізно  
неп ер ервною , якщо функції f x : Y  —> R і f y : X —>■ R— неперервні для довільних х Є Λ 
і у  Є Υ . Сукупність усіх нарізно неперервних функцій / : X х Y —> R ми позначаємо 
символом СС{Х х Υ) .

Кожній функції / : X xY  —> R поставимо у відповідність відображення φ : X —> Rv , 
для якого φ(χ)  = f x для кожного х Є X. Про φ кажуть, що це — асоц ійоване з  / 
в і д о браж ення  або вертикальне ро зшарування  функції  /.

Теорема 1. Нехай X і Υ  — т о п о л о г і ч н і  простори і φ — вертикальне р о зш ар уванн я  
функц і ї  / : X х Y —> R. Тоді наступні ум ови  еквівалентні:

(і) / Є СС{Х х Y);

(і) ψ{Χ) с  С{У) і в і д о браж ення  φ : X —» CP(Y) — непер ервне .

Доведення .  (і)=г>(іі). Нехай / Є СС(Х  х Y). Тоді для кожного х Є X за означенням 
φ(χ) = f x Є C(Y),  отже, φ(Χ)  С C(Y). Покажемо, що відображення φ : X —> CP(Y) — 
неперервне в кожній точці х Є X ■ Зафіксуємо якусь точку х0 з X і розглянемо базисний 
окіл V точки д0 = φ{χο) У просторі CP(Y), що складається з усіх точок д  Є CP(Y), для 
яких

max \g(yk) -  9о(Ук)\ < ε,fc=l,...,n
де Уі, . . . ,  уп Є Y і є  > 0. Оскільки всі функції f yk при к = 1, , п  неперервні в точці 
хо, то існує такий окіл U точки хо в X, що для довільного х Є U і кожного к = 1 , . . . .  η 
виконується нерівність \fyk(x) — f yk{xo)\ < ε· Нехай х Є U і д  = φ{χ). Тоді для кожного 
к = 1, . . . ,  п

|«(») -  Зо (у it) І = І /*(»*) -  /*·(»*) І = І /„.(*) -  /»,(*о)І < ε,

отже, д  Є V. Таким чином, ip(U) С V, що і дає нам неперервність відображення φ у 
точці х0.

(іі)=Ф-(і). З умови φ(Χ)  с  C(Y) випливає, що f x Є C(Y) для кожного х Є X. Оче
видно, що для кожного у  Є Y функціонали Sy : CP(Y) —> R, Sy (g) = д (у )  — неперервні. 
Тому з неперервності відображення φ : X —> CP(Y) негайно випливає неперервність всіх 
функцій f y : X - >  R, адже f y = δυ οφ ,  бо (δν о φ)(χ)  = δν (φ(χ))  = f x(y) = f y {x). □



3 . Для компактного простору Υ  символом CU(Y) ми позначаємо банахів простір 
(С(У), II · II), де II · II — рівномірна норма на C(Y), що визначається рівністю

ІМІ =  т ах \д(у)\-
у Є Г

Для топологічних просторів X і Y символом С(Х  х Y ) ми позначаємо простір  ус іх  
с у к упно  непер ервних функцій  / : X х Y —> М., тобто функцій, які є неперервними на 
топологічному добутку X х Y. Ясно, що С(Х  х Y) С СС(Х  х Y).
Теорема 2. Нехай X топологічний простір, Y — компактний простір і φ верти
кальне р о зш ар уванн я  функц і ї  f  : X x Y  -»  Ш. Тоді наступні умови  еквівалентні:

(i) / є С(Х х Y);

(ii) φ{Χ) Q C(Y) і в і д ображення  φ : X —* CU(Y) — неперервне .
Доведення.  (і)=>(іі). Нехай / Є С(Х х Y). Тоді / Є СС(Х  х Y), отже, ψ(Χ)  С C[Y) за 
теоремою 1.

Доведемо, що відображення φ : X —> CU(Y) — неперервне. Нехай х0 Є X і ε > 0. 
Оскільки функція / — сукупно неперервна, то для кожного у  Є Υ  можна знайти такі 
відкриті ОКОЛИ Uy ТОЧКИ Хо в X і Vy точки у  в Y , що

I f ( u , v )  -  f{xQ,y )  I < |,

як тільки (u ,v )  Є Uy х Vy . Система {V̂  : у  Є Y} — це відкрите покриття компактного 
простору Y. Тому існують такі точки у \. . . .  , у п , що

П
y  = L K ·  

k=і
η

Покладемо U = f] Uyk· Зрозуміло, що U — це окіл точки ,т0 у просторі X. Нехай т Є U 
fc=l

і у  Є Y. Знайдемо такий індекс k = 1 , . . . ,η , що у  Є Vyk. Тоді

\fx( y ) - f X0(y)\ = |/(-T,y)-/(xo,y)| < \f(x,y)-f (xo,Vk)\ + \f(xo>Vk)-f(xo,y)\ < \ + \ =

бо х і х0 входять в Uyk, а у  Є Vyk. Тому і

ІИ Х) -  ^ (χο)|| = max \fx(y) -  Г{ у )\  < ε, уєг
як тільки х Є U, а це і дає нам неперервність φ у точці х0.

(іі)=Ф-(і). Нехай φ(Χ) С C{Y) і відображення φ : X —>■ CU(Y) — неперервне. Роз
глянемо точку ро = (хо,уо) Є X х Y і доведемо, що функція / неперервна в точці р0. 
Для даного ε > 0 знайдемо такий окіл U точки х0 в X, що \\ψ{χ) — <̂ (̂ о)|| < |, як 
тільки х Є U. Скориставшись неперервністю функції /х° : Υ  —> К у точці уо, знайдемо 
такий окіл V точки j/0 в У, що |f x(y) -  f x°{yo)\ < f , як тільки у  Є V. Тоді для точки 
р = (.т, у)  Є U х V будемо мати

І /(р) -  /(Ро)| <  I f i x , у)  -  f ( x o , y )  І +  \ f ( x o , y )  -  f (xo, yo) \  =

If x(y) -  f xo(y)\ + 1f xo{y) -  f x°(vo)\ < lk (x ) -  ψ(χ ο)\\ + I  < є,
що і дає нам неперервність / у точці р0. □

4. Для підпростору L простору C(Y)  покладемо

CL(X x Y )  = {/ Є СС(Х х Υ )  : φ(Χ)  С L},

де, як  і раніше, φ — асоційоване з / відображення.
Нехай Υ  — компактний простір і L — всюди щільний підпростір CU(Y). Розглянемо 

такі проблеми:

П р об л ем а  І  /І'/. Для яких підпросторів L для кожної функції / Є СС(Х х Y) 
існує послідовність функцій /п Є CL(X х Y) /f n Є CL(X х Υ )  П С(Х х Y)/ така, що 

—> /х в CU{Y) для кожного х Є ΧΊ
П р о б л ем а  II /II'/. Для яких підпросторів L для кожної функції / Є С(Х х Y) 

існує послідовність функцій f n Є CL(X х Υ )  П С(Х х Υ )  //„ Є CL(X х Y)/ така, що 
f n  f x в CU(Y) для кожного х Є ΧΊ

Неперервне відображення φ : X -> CP(Y) / φ : X —> CU(Y) j  назвемо р-неперервн:им 
/и-неперервним/  відображенням. З теорем 1 і 2 випливає, що р-неперервні відображен
ня відповідають нарізно неперервним функціям, а u-неперервні — сукупно неперервним. 
Тому вказані проблеми можна переформулювати в еквівалентному вигляді так:

П р об л ем а  αβ .  Нехай а  = р ,и ,  β  = p ,u .  Для яких підпросторів L для кожного 
α-неперервного відображення φ : X —> C{Y) існує послідовність /3-неперевних відобра
жень ψη : X —> L така, що φη (χ) —> φ{χ) в CU(Y) на ΧΊ

Таким чином, поставлені спочатку проблеми І, І ', II, II' рівносильні відповідно 
проблемам рр, pu, ии, up.

Використовуючи аксіому вибору і умову L = CU(Y), легко для довільного відобра
ження φ : X —> C(Y)  побудувати послідовність відображень φη : X —> L таких, 
що φη (χ) —> ψ(χ)  в CU(Y) на X- А от чи можна для кожного р-неперервного чи и- 
неперервного відображення φ : X —> C(Y)  зберегти при побудові апроксимуючих відо
бражень ψη : X —> L тип його неперервності або його підсилити чи послабити — оце і є 
суть наших проблем /, I ' , II, II '.

Нехай знову а  = р ,и ,  β  = р ,и  і L — підпростір CU(Y). Ми будемо говорити, що 
L — це Οίβ-npo cm ip  для простору X, якщо для кожного α-неперервного відображення 
φ : X —> C(Y) існує послідовність /3-неперевних відображень φη : X —> L така, що 
ψη{χ) —> ψ{χ) в CU(Y) на X. Таким чином, проблема α β  полягає у тому, щоб для 
топологічного простору X і компактного простору Υ  описати всі а/3-простори для X у
Си(У).

5. Для а  = р ,и  і β  = р , и  неперервний оператор А : Ca (Y) —> Οβ(Υ)  ми називаємо 
α β -неперервним.  Таким чином, ми одержуємо чотири типи неперервності операторів 
А : C(Y) —> C(Y). Вони пов’язані між собою такими імплікаціями:

ри-неперервність =$> рр-неперервність 

ми-неперервність => ир-неперервність



Це негайно випливає з того, що топологія Ти рівномірної збіжності на просторі С(У ), 
тобто топологія простору С„(У) мажорує топологію Тр поточкової збіжності на С(У), 
тобто топологію простору Cp(Y).

Нехай X і Y — топологічні простори, / : X х Y —>■ R — неперервна відносно другої 
змінної функція і А ■. C[Y)  ->· C(Y) — деякий оператор. Тоді формулою

д{х,у) = (Af x) ( y )

визначається деяка функція д : X х Y -> R, яка теж буде неперервною відносно другої 
змінної. Нехай φ : X -»  C(Y)  і ψ : X -»  C(Y) — відображення, асоційовані з функціями 
/ і д  відповідно. Тоді

ф(х) = д х = A fx = Л(^(х))

для кожного х Є X , тобто ψ = А о φ .  Тому на основі теорем 1 і 2 та теореми про 
неперервність композиції отримуємо наступний результат.

Теорема 3. Нехай X — топологічний простір, Υ  — компактний простір, / : І х У  ->М 
функція,  н еп ер ервна  в і дн о сн о  д р у г о ї  змінної, А : C (Y ) —> C(Y) — оператор, і д л я

X є X , у  є Y
д(х ,у )  = (Л/*)(у).

Тоді:

а) / Є СС(Х  х Y) і А — рр -н еп ер ервний  =Ф- g  Є СС(Х  х Y);

б) / Є СС(Х х Y) і А — ри -н еп ер ервний  =>■ g  Є С*(Х х У);

в) / є  С(Х х У) і Л — ир -н еп ер ервний  => g  Є СС(Х х У);

г )  / є С(Х х У) і Л — uu -н еп ер ервний  => g  Є С(Х х У).

6 . Послідовність операторів Лп : С(У) —>· L називається апроксимуючою  для підпро- 
стору L простору С(У), якщо Л„у ->· у в С„(У) для кожного у Є С(У). З аксіоми вибору 
негайно випливає, що для кожного всюди щільного підпростору L простору CU(Y) існує 
апроксимуюча послідовність операторів Лп : C(Y) —> L.

Аироксимуючу послідовність операторів Лп : C(Y)  —>■ L ми називаємо α β -
апроксимуючою для L (а, β  = р ,и ) ,  якщо всі відображення Л„ є a/5-неперервними.

Нехай s — одна з комбінацій рр, ри, и и , up. Підпростір L простору C(Y ) ми 
називатимемо a s -простором,  якщо існує .s-апроксимуюча послідовність операторів
Ап ■ C(Y) —> L.

Теорема 4. Нехай У — компактний простір і L — підпростір простору С(У) і 
s Є {pp,pu, up, uu}. Тоді наступні властивості рівносильні :

(i) L є  u s -простором;

(ii) L є  s -простором д л я  к ож но го  топологічного простору X .

Доведення .  (і)=> (іі). Припустимо, що L — це as-простір і X — довільний топологічний 
простір. Тоді існує s-апроксимуюча послідовність операторів An : C(Y) —> L. Для 
функції / Є СС{Х х У) розглянемо функції f n : X х У —> R, які визначаються так:

f n (x , y )  = (Anf x) ( y ).

Ясно, що f x = Anf x —> f x в Си(У)для кожного х Є X, причому f x Є L для кожного
п. Якщо / Є СС(Х х У) і s  — це рр чи ри, то згідно з теоремою 3 отримуємо, що
f n Є СС(Х х У) чи f n Є С(Х  х У) відповідно, отже, L -  це s-простір для X . Якщо ж 
/ Є С(Х х У) і s = ии  або up, то знову з теореми 3 випливає, що f n Є С(Х  х У) або 
/„ Є СС{Х х У) відповідно, отже, і тут L є s-простором.

(іі)=^ (і). Нехай навпаки L є s-простором для кожного топологічного простору X, 
де s = αβ ,  a  = р  або и, і β  = р  або и. Тоді для кожного a -неперервного відображення 
φ : X —> C(Y ) існує послідовність /9-неперервних відображень φη : X —> L така, що
Ψη{9) φ{9) на X у просторі CU{Y). Візьмемо за X топологічний простір CQ(Y).
Тотожне відображення φ : X —> C(Y), ip(g) = g, очевидно — «-неперервне. Тому існує 
така послідовність /^-неперервних відображень φη : X —> L, що <pn(g) —> g  в CU(Y) 
для кожного g  Є C(Y). Оператори Лп : С(У) —> L, Л„у = <pn(g), є a/3-неперервними і 
Лп.<7 g  в Си(^) Для кожного g  Є С'(У). Таким чином, (Л и)^, -  це п'/?-апроксимуюча 
послідовність для L. □

Відповідно до проблем α β  з п.4, для кожного s = рр,ри,  ии, up постає 
П р об л ем а  IIIs . Дослідити, які всюди щільні в Си(У) підпростори будуть as- 

просторами?
Введені у цьому пункті класи просторів L пов’язані між собою такими імплікаціями:

L — apii-простір => L — прр-простір

L — аии-простір =>· L — аир-простір 

У зв’язку з цим постає і наступна
П р об л ем а  IV. Чи вірно, що інших зв’язків між as-просторами, окрім вказаних на 

схемі, не існує?

7. Наведемо деякі приклади апроксимуючих послідовностей операторів.

Приклад 1. Оператори Бернштейна

= ( £ )  У ^ ~ у Г - к
71=0 ^  '

утворюють ри -апрок симуючу  послідовність д л я  п ідпростору  Р  всіх алгебраїчних полі
номів у  просторі С[0 , 1] (див. [1]).



Приклад 2. Нехай М — підпростір С[0,1], що складається з  ус іх  н еп ер ервних  к у сково -  
лінійних функцій  h : [0,1] —> R. Співставимо кожній функц і ї  g  Є С [0,1] функц ію  h = 
Ang  Є М, графіком я к о ї  є  ламана з  в ершинами в точках (%,д  (“ ) )  > д е  k = 0 ,1 , . . .  ,п.  
Легко  перевірити, щ о  (Ап)^=і — ц е  ри-апроксимуюча послідовність д л я  п ідпростору М. 
Така послідовність фактично р о з гл я дала с я  в  [10], [15].

Приклад 3. Позначимо символом С2іг банахів простір н еп ер ервних  2тх-періодичних 
функцій  g  : R —» R з  нормою  ||</|| = max \g(t)\. Нехай § = {ζ Є С : \ζ\ = 1} — о диничн е
коло на площині  С. Я кщ о  співставити кожній  функц і ї  h Є С(§) функц ію  g  = Uh Є С2п, 
д л я  я к о ї  д ( у )  = Іі(егу) д л я  у  Є Ш, то ми отримаємо ізометрію U : CU(S) —> С2п. Ця 
ізометрія д о з в о л я є  ототожнити простір СС(Х  х §) з простором СС2п(Х х R) нарізно  
неперервних 2тт-періодичних в ідн о сн о  д р у г о ї  змінної  функцій  / : X х R —>■ R, а простір 
С(X xS) з  в ідпов ідним підпростором простору CC2n{X xR ), що складається з  с у к у п н о  
неперервних функцій  / : X х R -»  R. Тому д л я  підпросторів простору С2п можна ввести 
ті ж  поняття, ІЦО й д л я  підпросторів простору  С„(§), я к  ц е  ми робили  раніше.

Зокрема, послідовність операторів Джексона

1 "
(J ng)(y) = — г т  9 (Ук) к п{у -  ук),

ті +  1 '
fc=0

Де Ук = -~т і Kn(t) = —г ( sirl  . V ) ~ ядра Фейєра, є  ри -апрок симуючою  д л я  п ідпро-
t(n+1)1_ __Іп+1 ■* “ п' 1'̂  п+1 I 2sin

стору Т всіх тригонометричних поліномів у  просторі 0 2π. 
Але вж е  послідовність операторів Фейєра

є  іш -апрокснмуючою д л я  Т, але н е  рр-апроксимуючою, а значить, і н е  ри-апроксимую-  
чою д л я  Т. Ці результати були анонсовані  у  [4] і д о в е д е н і  в  [6].

8 .  За допомогою  базису Фабера-Шаудера в  Си[0 , 1 ]  і теореми про близькі базиси можна 
розв’язати проблему ///„„ для простору С[0 , 1].

Нагадаємо, базис Фабера-Шаудера простору Cu[0,1] будується так [14, с.31]. Ко
жному двійково-раціональному числу r  = Щїг, Де η Є N і k — 1 , . . . , 2 П_1, співста
вимо кусково-лінійну функцію ψτ : [0,1] —>■ R, графіком якої є ламана з вершинами 
(0,0), (£ V ,0 ) , ( ^ , 1 ) ,  ( р т ,0 )  і (1,0). Крім того, розглянемо функції ір0(у) = 1 - у і  
ірхіу) — у. Перенумеруємо усі двійково-раціональні числа з відрізка [0,1] за їх рангами 
у послідовність

1 1 3 1 3 5 7
’ ’ 2 ’ 4 ’ 4 ’ 8 ’ 8 ’ 8 ’ 8 ’ " ’

і позначимо через rk — k-тий член цієї послідовності. Нехай g k = φΓΙί_1 при k Є N. Тоді 
послідовність (<?fc)fcli — це базис у просторі С„[0,1], який називається базисом Фабера- 
Шаудера.

Два базиси (хк)™=1 і {yk)kL\ У банахових просторах X і Y відповідно називаються 
еквівалентними,  якщо існує такий ізоморфізм U : X —> Y, що Uxk = Ук для кожного 
к.

Нам потрібна буде наступна теорема про близькі базиси [11, с.5].

Теорема 5. Нехай {xk)kLi нормований б а зи с  у  банаховому просторі X з  ба зи сн ою
ОО

константою К  І (y k)kL\ ~~ ПОСЛІДОВНІСТЬ векторів З X , Д Л Я  Я К О Ї Σ  \\xk — yk II < 2 7 7 . Тоді
к=1

J {Vk)kLi Це  ба зи с  в  X, який  є  еквівалентним б а зи с у  {xk)kLi-

Повне розв’язання проблеми ///„„ (а значить і IIIир) у просторі С[0 ,1] дає наступна 
теорема.

Теорема 6. Кожен  в сю ди  щільний в  Си[0,1] лінійний підпростір L є  auu-простором.

Доведення .  Нехай ідк)^=1 — базис Фабера-Шаудера в Си [0,1], а К  — його базисна кон
станта. Розглянемо лінійний підпростір М  простору С [0 ,1], що складається з усіх не
перервних кусково-лінійних функцій. Зрозуміло, що дк Є М  для кожного к. Кожна 
функція д  Є С[0,1] єдиним чином зображається у вигляді

ОО

д = ^ с к{д)дк, 
к= 1

де ряд збігається у просторі С„[0,1]. Лінійні функціонали с к : С„[0Л] -> R, як добре 
відомо [11, с.7], є неперервними (навіть р-неиерервними [14, с.32[), а тому оператори

П

&п9 ^  ̂('к (д)дк
к=1

є (///-неперервними (і навіть р?/,-неперервними), причому im Sn С М  і Sng  —> д  в Сп[(). 1].
Нехай L — всюди щільний лінійний підпростір простору Си[0,1]. Для кожного но

мера к існує така функція fik Є L, що

II9 k - h k \\ <  2 ^ .

Тоді
ОО ОО 1 1

Σ / М  ^ У  ̂2к+1К  ~ 2 К  к=і к=і
Тому за теоремою 5 послідовність ihk)^=1 — цс базис в С„[0,1], який є еквівалентним
базису (gk)kLi■ В такому разі існує ізоморфізм U : Си[0,1] —> С„[0,1] такий, що Uд к = hk
для кожного к.

Для кожного η  покладемо
An = USrJJ -1.



Ясно, що оператори Ап є гш-неперервними, бо U, Sn і U 1 є такими. Нехай h Є С [0 ,1] і 
д = U~l h. Тоді

п  п  п

Anh =  USng  = u ( ^ 2 , c k( g ) g i^=  ^^ c k(g)Ugk = У ^ c k( g )hk Є L. 
к= 1 к=1 fc=l

Таким чином, Ап(С[0,1]) С L для кожного п. Крім того,

Anh = USng  —> Ug = h.

Отже, (Ап)™=1 — це ии-апроксимуюча послідовність для L. □

Ми не знаємо відповіді на таке питання:

П р обл ем а  V. Чи є серед всюди щільних лінійних підпросторів L простору Си[0,1] 
такі, що не є ари-11 росторам и ? арр-11 ростор ам и ?

9. Таким самим способом легко встановлюється загальніший результат, в якому термін 
базис означає базис Шаудера.

Теорема 7. Нехай Y — такий компактпий простір, щ о  простір CU(Y) має б а зи с  і L -  
в сю ди  щільний лінійний підпростір CU(Y). Тоді L ц е  auu -простір.

Таким чином, відомо ([11, с.4], [9, 13]), що простір Си[0,1]" має базис. Більше того 
[14, теорема 4.4.13], для довільного метризовного компакта Y простір CU(Y) має базис. 
Чи є базис у кожного сепарабельного простору CU(Y) ми не знаємо.

З теореми 7 негайно випливає наступна теорема.

Теорема 8 . Нехай Y — такий компактний простір, що  простір CU{Y) має базис ,  L — 
в сюди  щільний лінійний підпростір CU(Y), X — топологічний простір i f  Є С(Х X Y). 
Тоді і с н у є  така послідовність с у к у п н о  н епер ервних CL-функцій  f  : X х Y —> R, що  
f n  f X В Cu{Y) Д Л Я  К О Ж Н О Г О  X Є  X .

Більше того, поняття а/ші-простору можна ввести і в довільному нормованому про
сторі. Справді, нехай Е — нормований простір і L — його всюди щільний підпростір. 
Такий підпростір L ми назвемо апроксимаційним,  якщо існує послідовність неперерв
них операторів Ап : Е ->· L така, що Ang  -> g  в Е для кожного g  Є Е. Застосовуючи 
теорему про близькі базиси, так само, як в теоремі 5, отримуємо такий результат.

Теорема 9. Нехай Е — банаховий простір з  ба зи сом  і L — в сю ди  щільний лінійний 
підпростір Е. Тоді L є  апроксимаційним підпростором Е.

10. На завершення сформулюємо загальну проблему, яка охоплює частину розгляну
тих тут задач.

Нехай (Е, Т) — топологічний простір Е з топологією Т.  Його підпростір L назвемо 
с еквенціально всюди щільним,  якщо для кожної точки g  Є Е існує така послідовність 
точок g n Є L, що g n g  н Е. Припустимо, що на Е задана ще одна топологія S.

Для топологічного простору X через Cs(X, Е) позначимо сукупність всіх неперервних 
відображень φ : X -* (E ,S ).

П р об л ем а  VI. Нехай L — секвенціально всюди щільний підпростір топологічного 
простору (Ε,Ί~), S  — топологія на Е і X — топологічний простір. За яких умов для 
кожного відображення φ Є Cs{X,E) існує послідовність відображень φη Є Cs(X,E)  
така, що φη{ζ) —> φ{%) в (Ε, Т )  для кожного х Є ΧΊ
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Voloshyn Н.А., Maslyuchenko V.K., Maslyuchenko O.V. On approximation of the separately 
and jointly continuous functions, Carpathian Mathematical Publications, 2, 2 (2010), 10-20.

We investigate the following problem: which dense subspaces L of the Banach space C(Y) 
of continuous functions on a compact Y  and topological spaces X  have such property, that 
for every separately or jointly continuous functions / : X  x Y  —> R there exists a sequence of 
separately or jointly continuous functions f n : X x Y  —> R such, that /* = f n{x, ■) Є L for 
arbitrary n Є N, x Є X  and /* =5 f x on Y  for every і  Є X ? In particular, it was shown, if 
the space C(Y) has a basis that every jointly continuous function / : X  x Y  —» R has jointly 
continuous approximations /,, such type.

Волошин Г.А., Маслюченко B.K., Маслюченко О.В. О приближении раздельно и совокуп- 
но непреривних функций // Карпатские математические публикации. — 2010. — Т.2, №2.
-  С. 10-20.

Исследуетсл проблема: какие из всюду плотньїх подпространств L банахового про- 
странства C(Y) непрерьівньїх функций на компакте Y  и топологических пространств X  
обладают тем свойством, что для каждой раздельно или совокупно непрерьівной функции 
/ : X  x Y —> R существует такая последовательность раздельно или совокупно непрерьів- 
ньіх функций /„ : I  X У  - )  R, что /* = f n(x, ■) Є L для произвольньїх η Є N, х Є X, и 
fn f  x Ііа Y  для каждого x € X . Показано, что если пространство C(Y) имеет базис, то 
каждая совокупно непрерьівная функция / : X  x Y  —> R имеет совокупно непрерьівньїе 
аппроксимации /„ такого рода.

Карпатські математичні 
публікації. Т.2, №2
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ПРОСТОРИ ВЕКТОРІВ ЕКСПОНЕНЦІАЛЬНОГО ТИПУ 
КОМПЛЕКСНИХ СТЕПЕНІВ ПОЗИТИВНИХ ОПЕРАТОРІВ

Дмитришин М.І. Простори векторів експоненціального ти п у комплексних степенів по
зитивних операторів // Карпатські математичні публікації. — 2010. — Т.2, №2. — С. 
21-30.

Визначено нові класи інтерполяційних просторів векторів експоненціального типу ком
плексних степенів позитивних операторів. Досліджено властивості апроксимаційних прос
торів, породжених розглянутими інтерполяційними просторами. Наведено приклад засто
сування до регулярних еліптичних граничних задач, в якому вектори експоненціального 
типу співпадають з кореневими векторами, а для операторів із сталими коефіцієнтами є 
підкласом цілих функцій експоненціального типу.

В с т у п

У даній статті визначено нові класи інтерполяційних просторів векторів експонен
ціального типу комплексних степенів позитивних операторів і досліджено їхні інтер
поляційні властивості, що узагальнюють відповідні результати роботи [5].

Розглянуто апроксимаційні простори, породжені інтерполяційними просторами век
торів експоненціального типу, та отримано нерівності, що оцінюють мінімальну відстань 
від заданого елемента до підпростору векторів експоненціального типу з фіксованим 
індексом. Зазначимо, що розв’язанню проблеми наближення елементів банахового про
стору різними класами гладких векторів замкненого оператора, у тому числі векторами 
експоненціального типу, присвячено роботи [1, 2]. У цьому зв’язку відзначимо також 
роботу [4], де наведено застосування до згаданої проблеми поняття квазінормованого 
абстрактного простору Бєсова.

Тут наведено приклад застосування отриманих абстрактних результатів для регу
лярних еліптичних операторів, вектори експоненціального типу яких співпадають з 
кореневими векторами, а у випадку сталих коефіцієнтів є підкласом цілих функцій 
експоненціального типу.
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Ключові слова і фрази: вектори експоненціального типу, позитивні оператори, апроксимаційні просто-
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1 ІНТЕРПОЛЯЦІЙНІ ПРОСТОРИ ВЕКТОРІВ ЕКСПОНЕНЦІАЛЬНОГО ТИПУ

Розглядаємо позитивний оператор А зі щільною областю визначення С1 в деяко
му комплексному банаховому просторі X . Згідно з означенням це значить, що піввісь 
( — оо, 0] належить його резольвентній множині та існує таке число с > 0 , що

ІІ(Л- А/)_1|І£ Ї Т Й '
Через Ск (к Є Z+) позначаємо область визначення оператора Лк з нормою ||х||с* = 
ЦЛ̂ ігЦл- {х Є Ск). При цьому А0 = І  — одиничний оператор і С° = X.

Нехай 0 < / 9 < 1 т а 1 < д < о о .  Слідуючи [10], для пари комплексних банахових 
просторів {X, Y } визначаємо інтерполяційний простір

{X, У)о,д = {(], Є X + Y : |М|(Л\У)М < оо}

з нормою
1/9

-  І -
q < оо,

sup t JC(t.a;X.Y) : q = оо,
0< f< oo

де /С(/. α; X, Y) = inf (||х||л' + і ІМІу) : a також інтерполяційний простір [Χ,Υ]θ =
а=х-\-у

{а Є X + Υ  : 3 f{z) Є F(X ,Y) ,  f (9)  = а} з нормою ||о||[х,у](, = inf \\f(z)\\n x x ) ,
1 ί { θ ) = α

де інфімум беремо по всіх функціях /Є Τ (Χ ,Υ ) ,  таких що /(Θ) = а. Через Τ (Χ ,Υ )  
вище позначено простір (X + У)-значних аналітичних в 5  = {г Є С : 0 < Rez < 1} 
функцій, неперервних в замиканні S  і таких, що мають скінченну норму ||/|| (̂х,у) =
max (sup ||/(г«)||х, sup ||/(1 + ii)||KY  /(it) Є X , /(1 + it) Є Y для всіх -о о  < t < оо.

'  t t '
Нехай тп,к Є Z, m > 0. Відомо (див. [10, §1.15.1]), що для всіх «  Є С таких, що

—тп < R e a  < σ  — m, 0 < σ  < к, і всіх елементів х Є (X ,Ск) а/к1 визначеним буде 
оператор

Лах = ----------- ----------------- т Г  t a+Tn- l Ak~m(A + t I ) - kxdt,
σ Γ(α + т,)Г(к — m — a)  J 0 

що допускає замикання Аа в X, яке не залежить від вибору а. Область визначення Са 
оператора Аа далі розглядаємо як банахів простір з нормою ||х||с“ = ІИах||х, х Є Са . 
Таким чином, оператор Аа і простір Са визначені для всіх чисел а  Є С. Оператор Аа — 
неперервний при R ea < 0 та ізоморфно відображає Са на X при R ea > 0 [10, теорема
1.15.2]. Підпростір Ск щільний в X [10, лема 1.14.1], а щільність Са в X є наслідком 
вкладень Ск С  (Х,Ск) а/к j С  Са С X. Для довільних α, β  Є С справедливими є рівності 
АпΑβ = АрАа = Аа+0 і оператор Ар ізоморфно відображає Ca+f) на Са [10, теорема
1.15.2]. Зокрема Са+0 С Са , отже, С°° С  f ] 0Ca+0 С  С°°, де С°° := f \keZ+ Ск.

Далі для довільного х Є С°° = Г\кєх+Са+к покладемо хк '■= Акх Є Са . Для чисел 
І < q < о с ,  ν  > 0 визначимо простори

ε χ η  = {.т є  с ~ : ||х||£;(с. ,  = < ° °} ’

О с “) = ( х  е С°° : ||x||f̂ (C“) = sup is~k\\xk\\ca < оо}·
k€Z+ J

Для l< q , < o o i0 < R e a < R e /S< o o  розглянемо також простори

С")„„ = {*  Є С“  : < “ }·

£“[С“, С У  = {х € С~ : Σ * 6Ζ/ '* Ί Ι ^ Ι Ι ρ » Λ  < 00 }

з нормами

та

м и ?(с -^ )в„ = ( Σ   ̂ fc,n ^ ii(c «^ )fl„)
fcez+

i h
n '

4C“,C% 
ke1+

відповідно.
При R ea < 0 Ca = X і простір 8^(X)  складається з векторів експоненціального 

типу ν  оператора А, введених в роботі [6]. Тому елементи з £”(Са ) розширюють клас 
просторів векторів такого типу.

Лема 1.1. Простори £'г'(Са ) банахові.

Доведення .  Нехай (уп) — послідовність Коші в 8" (С"), тоді такими ж є послідовнії гі 
(уп) та (Аку п) для будь-якого А: Є Z+ в Са внаслідок неперервності вкладення 8 і'(С") С 
Са. Оператор А, як позитивний, має непорожню резольвентну множину. Тому, згідно з 
[3], С°° — щільний в X і, як наслідок, щільний в Са. В силу [8 , теорема VII.9.7] оператори 
Ак — замкнені над Са . Із замкненості Ак та повноти Са випливає існування таких х. у  Є 

С“, що уп —> х і Аку п —> у  за нормою Са та у  = Акх для будь-якого к Є Z+. Тому для 
будь-якого £ > 0 існує таке η ε Є Ν, що i/_fc<?||̂ fci/n||̂a < 2q~xи~кч\\АкуПЕ\\чса + є/2к+х для 
всіх п > п є та к Є Z+. Переходячи до границі при η —» оо, отримуємо и~к,,\\Акх\\‘Сп < 
2q~l i>~kq\\Akyne\\4Clx + є/2к+1 при η > п є . Отже, ||.т||̂ (Са) < 2ч~1\\уПе\\1̂ Са) + є, і тому
х Є 8ц(Са ) та у п —> х за нормою 8 ”(С“), що і доводить повноту простору 8"(Са ). □

Зазначимо, що при ν < μ  маємо неперервні вкладення 8"(Са ) С £'(С“) с  С".

Лема 1.2. Я кщо 0 < Ц), V\ < оо, (г̂ 0 ф vi),  α, β  Є С і 1 < q, qo, <?ι < оо, то при  
i/ -

( С Ю . 7 ( 0 ) ^  = £?№“)■ t1)

а при  1 < q0, (71 < 00, таких щ о  l/q = (1 — 0)/<7о + θ/qi

(г ;(С “), ε ;  (С', ))„, = (2)

<3>

Простори 8 ”{СП,С0)ел, 8 ”[Са , С0]в — банахові.



Доведення.  Простір £д{С°) — ізометричний простору послідовностей вигляду /£'“ = 
{.X ■.= (xk)kez+ ■ X є  £q(Ca)} 3 нормою ||ж||і-.“ = ІМІ££(С“)· Зробимо заміну ν  = 2~σ , 
при якій умова и = и\~виІ переходить у рівність σ  = (1 — 0)σο + і використаємо 
теорему 1.18.2 з [10]. При цьому JC(t, х, 1^'а , Ιζ̂ 'α) ~ supfceZ+ min(2fc(70, t2kci)\\xk\\ĉ  для 
q0 = qi = оо та K,(t,x,l\°'a , l vxx'a ) ~ ^ fceN min(2fca°, i2fc(T1)||xfc||Ca для qo = qі = 1. Нехай 
ж Є loo'a )eq * без обмеження загальності σο > σ\. Підставляючи вирази для /С у
формули для норм, з точністю до деякої сталої с > 0 отримуємо

||χ·||?.„ο,« м  ~ V 2- ^ ° - ^ ) s u p  [ιηΐη(2^ , 2^ - σι^ σι)||χ^μ] 9 >

Σ Ο «[σο(1-θ)+ σ ιθ]||τ  .119 _  r | lf l l9II j\\Ca  — II II i ,a *

Отже, справедливим є неперервне вкладення 1 '̂α )0,η с  Якщо х Є 1%α , то з
використанням нерівності Гельдера

ІІ*ІІ?Го.а Σ  min(2fclTo, 2̂ <To_<Tl̂+fc<Tl) ||xfc ||с«]4 <
' 1 ’ 1 j ez  fee z+

= c||x||f; ,a
k eZ

для деякої c > 0. Тому справедливим буде неперервне вкладення 1"'а с  (/Г°’°, / r w  
З властивостей інтерполяційних просторів отримуємо ї ї иа)о,п с  (̂ 9о'a> 9̂і Q) e,q С

С ’“)в,9 ПРИ 1 < QiQo,qi < ОО. В результаті маємо /£-“ С (^°’“, С /,’а , і рів
ність (1) доведена.

Простір £q(Ca ) Ізометрично вкадений В простір послідовностей /“ = {(£fc) : ζ/c Є
с п , ||(&)ІІ«? = ( Σ /сєζ+ ІІ^Ис-)1/<? < °°}· Відповідну ізометрію позначимо I :  £"(Са ) З 
X ^  (£к ■= и~кхк) є /("-функціонал інтерполяційного простору (/“ , Щ̂ )в допускає 
оцінку

£ „ “ І ,  ( IK W Ik  + '№ ) l l < )  s

Зробивши заміну r  = РІІ4 (С«)^?0> отримаємо

\ \ £ и

І|/(і)ІІ('?Х ),,, -  l|i|lfs.(c"i-*'?. ||/||«: „
So'·1' ^ ‘«0

Застосувавши подібні оцінки для оберненого відображення І  1, визначеного на множині 
значень оператора І, отримуємо

ΙΙ7(χ)ΙΙ(/?0,Ο Μ = Щ г ^ ) , є ^ ) ) 0ія ддя всіх ж є  (£9о(с “)> s * ( cf>))e,g-

Згідно з означенням простір £”(Са ,C0)e,q — ізометричний простору послідовностей 
ϋ α,β) = {х '■= (Хк)кеζ+ ■ X є  S%(Ca ,C0)e,q} 3 нормою ||х||Г (в,«  = \\х\\е$(С“£Є)в,я· Засто
совуючи тепер відомий топологічний ізоморфізм банахових просторів (/“ , ) Q = l ^ f \

де ί / } = {(£*) : ik є  (Ca ,CP)o,q, |Κ&)ΙΙ,(-.« = ( Σ * εΖ+ΙΙ&ΙΙІс°,се)0У /Ч < 4 -  1/9 =
(1 — 0)/% + #/<7ι [10, теорема 1.18.1], приходимо до рівності (2).

Рівність (3) безпосередньо випливає з (1) і теореми 4.7.2 з [7].
Нехай х Є [£--0(С“) , £ - /(.-)€ J^(£T-(С“), (С^)) і /(в) = х. Тоді

Z — b

g{z) = ( « λ . .' «  ] If{z)  є ^ ( ς , / jj, ^(0) = їх.
IIі II

ІІ9(2)ІІ^?0,^) -  117 11 (с« )^і«о 117 1 1 (с )̂ ll/(z)

xllr,„ ,/j , < ll/lllwtL ΙΙ/ΙΙϋ___  Ik

Звідси маємо

1 [‘So.‘«ii» -  IIі ll^0(C“Hi?0HJ ii^ ic^H i?,нл іі[^0(с“)-£« (ср)]в·

Застосовуючи подібні оцінки для оберненого відображення I і , отримуємо

= \\χ \\[εϊ0( θ ) , ε ^ ) ] β Для всіх х є  [S^(Ca) ,€ ^{C % .

За означенням простір £"[С°',С/3]е — ізометричний простору послідовностей /^α /̂ = 
{х \= (хк)кеΖ+ ■ X е  ε"[ΟαΧ 0]θ} з нормою ||х||г ,[а,й] = \\x\\£u[CnjCp]t. Тому рівність (4)

Я,в -q І

випливає з відомого топологічного ізоморфізму [lq0 , l q j ] 0 =  де =  { (^ · )  : ξ* Є

[CQ,C ^ ]0 , 1 1 ^ )1 1 , ,^ ,  =  (E fc 6 Z + І І ^ І І [ с « ,^ ь ) 1/9 < ° ° } ’ 1/9 =  (1 -  @)/Qo +  0 / ς ι  |10, т е о р е м а  

1.18.1].
Простори E^(Ca ,C0)etq, £g [Ca , C0]o — банахові, оскільки, згідно з (1) і (2), є інтерпо

ляційними просторами між £%0(Са) і 8^(С0). □

2 А проксимаційні простори

Нехай 0 < ν, μ  < оо, 1 < q < оо, 0 < т < о о .  Визначимо апроксимаційні простори 
вигляду

ε ^ ( η  = { і Є С ” : ||х||£;;Пс., = Q f V B M r j )  < °о},

£ ^ ( С а) = \ х Є С а : ||х|І£̂ (Са) = sup ί μΕ ( ί ,χ )  < оо},
 ̂ t> о >

д е  E(t,:х) = inf ||.Т -  /у||Са, у  є S" [Са ), 0 < І < ОО.
IMI е%{са ) ^

Нехай \£^{Са)\9, 0 < 6і < 1 — простір £^(С а) з квазінормою ||^|| (̂Са)· Згідно з
теоремою 7.1.7 [7], при Θ — 1 /(//, + 1) і r  = вг  (0 < r  < оо) справедлива рівність

= (£ ! ( с а) , с * ) в г . (5)



Таким чином, £^1(Са ) можна розглядати як інтерполяційний простір між £д(Са ) і Са . 
З рівності (5) та повноти просторів £"(Са ) випливає, що простори £ ^(С а) квазібана-
хові.

Т е о р е м а  1 .  І с н у ю т ь  т а к і  д о д а т н і  ч и с л а  с\  =  с і ( 0 , т ) ,  с 2 =  ο 2 ( θ ,  т ) ,  щ о  в и к о н у ю т ь с я  

н е р і в н о с т і

E(t,x) < с г і~ » М іц н е . ) ,  х Є € ^ ( П ,  (6)

(є») — с2ІІх‘ІІ (̂С“)ІІ: іІІса) x £-£q ( c  ). (7)

Доведення.  Згідно з теоремою 3.11.4(b) [7], для деякого додатного числа с  маємо

INI/ \ <с\\х\№с *М\с° ,  * є £ Л с “)·11 11 (£ (̂CQ),CQ) 9 г — 11 " £q (Ca ) II "L· <? v '

Звідси і з рівності (5) при μ  = ( 1  -  θ ) / θ  випливає існування такої сталої с х > 0, що 
виконується нерівність (7). Згідно з теоремою 3.11.4(a) [7], для деякого числа с > 0 ма
ємо /C(t,x;£"(Ca ),Ca ) < c t e IMI(£?(Ce)iC„) . ж є (s № % C a) e y  3 Чієї неРівності та (5)

випливає існування такої сталої с0 > 0, що JC(t,x',£q (Ca ),Ca) < со̂ ||-т ІІ£ (̂са)> х е 
£«/,μ(£<*)_ Покладемо /Coo(t,.x;5„ (С“),С“) = inf max {||.т0|і£:і'(С“)̂ ||;гі||с“}· Оскільки

Ч'1 4 '  '  ч х = х 0 +х\ 4

/Coo < /С, то

Κοο(ί, і ;  £,*( П , С ° )  < c o i fW xW ^c . y  X є ε ; * ( Γ ) .  (8)

Згідно з лемою 7.1.2 [7], для кожного t > 0 існує таке s > 0 , що JC^t, х; £”(Са),Са ) = 
s і Е(и + 0, х) < s/t < E(s  -  0, х). Звідси та (8) маємо s l~eEe (s, х) < с0 °\\х\\в£̂ ,^Са), х Є 

£'qy ( C n). ІІри μ  =  (1 -  θ ) / θ  отримуємо s^E(s,x) <  cj°\\x\\e ":!?{c«), х  Є £ £ ? ( С а )·  Покла
вши Сі = c j 0, приходимо до (6). п

Встановлені нерівності (6) та (7) можна розглядати як узагальнення відомих нерів
ностей Джексона і Бернштейна. Зокрема, нерівність (6) дає оцінку відстані від вектора 
X Є С° ДО підпростору £ц(Са ).

Т е о р е м а  2 .  Н е х а й  0  <  μ ο , μ ι  <  о о , 1 <  q  <  о о , 0  <  т, t q , т \ <  о о . Д л я  μ  — (1  — θ ) μ ο  +  θ μ ι  

і  μ 0 φ  μ λ в и к о н у є т ь с я  р і в н і с т ь

( ε ^ ( η , ε ^ (  с ° ) ) , ,т = %*(<?·). (£>)

П р и  0 < т < f  < оо с п р а в е д л и в и м и  б у д у т ь  в к л а д е н н я

ε ^ ( Α )  с  ε ;$ (Α) .  (ίο)

К р і м  ц ь о г о ,  я к щ о  £ £ ? ° ( С а )  С £ ^ { С а ) і  0 < θ 0 < θχ  < 1, т о

(£”С (η , ε ^ ; ( η ) βοτ с  № % ( с ° ) . е ™ ( с ° ) ) в1,г  ( ї ї )

Д о в е д е н н я .  Згідно з теоремою про реітерацію [7, теорема 3.11.5], при Θ =  (1 — А)0О +  ,
θ 0 =  1/(μο +  1 ) ,  θ ι  =  1 / ( μ ι  +  1 )  і τ  — θ τ  маємо

(К С (С ")]'\  K S ‘ (c“) f  ) Дг = №?(П]'· <12)

Застосовуючи теорему про степені [7, теорема 3.11.6], отримуємо

( К С ( С “)]"°, К " ( с “)]"‘) Дг -  (ЧЯГ(С*). С п  (с “) ) ”г. ( із )

де р = А0,/6>. З (12) і (13) при /( = (1 -  ρ)μ0 + Щ!л маємо (£"·»(£?“),
£qf(Ca), звідки приходимо до (9).

При 0 < т < f  < оо

/ /.оо 1-і \ 1/т

su p r '/ C ii.x iq C iC ”) , ^ " ^ ) ) ) 11 Г/Г> <с||х 
t>0 /

(1 - r/ f )

(<;Г0° (с«)) β т ’

звідки отримуємо (10). Вкладення £qf (A )  С £ ^ (А )  безпосередньо випливає із нерів
ності K{t, ,т; £ ^ (С ° ) ,  ££% (Са )) < слі°\\x\\£̂ {cn), X Є £^{СП).

Із нерівності Kl(t, х; ££?°(Са ) , £”’£  (Са )) < t ЦхІІ^цса)! х Є ^ ’І)1 (С“), маємо

/* ^ r l f

^ " ( « ( С - » « ( С . , ) . ЬІ = і  <-”'К (М ;£ ,Т (С “) . ^ ; ( С » ) ) т  +

/
°° г//

1 - » · J C ( t ,  х ;  (С “ ) ,  £ “·»■ (С “ ) ) т  <

Г
sup Γ ^ ( ί , χ · ε ; :» ( η , ε ^ ( η )  / 
ί>ο 7ι

Cl l|x|lt e 0(^ ) ,C x 7 (^ ) )0noo’

c l l^ l l^ 1̂ )  +

Γ (βι-βο)ί£ <

звідки випливає вкладення (£ ^ { C n) , £ ^  (Ca ))0lhOO C (£^°(Ca), £ ^  (Ca ) )0i V Звідси і 
з (10) отримуємо (11). □

Нехай 0 < # < l , 0 < R e a : < R e / ? < o o ,  1 < д < о о і  простір Y співпадає з одним 
з просторів Са , (Ca,Ct5)o,q або [Са , СР]о. Розглядаємо послідовність просторів (£^η\Υ ) ) ,  
що відповідає неспадній послідовності додатних чисел (ν { η ) ) η£ ζ + такій, що lim u(n)  =η—>оО
оо і визначимо простір абсолютно збіжних рядів за нормою Υ  вигляду

Ι [ ε ^ ( γ ) , γ ]  = { Σ η£Ζ/ · = y € Y : y „ e  £;W (V)}

з нормою \\y\\l[£̂ ) ( Y)Y] = inf E nez J y n lW ,  де інфімум беремо по всіх таких рядах. 

Далі позначаємо £q(Y) := Ui/>o^q^X)·



Теорема 3. Справедливою б у д е  топологічна рівність

ι [ ε ν4{η\ γ ) , γ ]  = ~ЦЮ, (14)

д е  замикання б ер емо за  нормою простору Υ.

Довед ення.  Розглянемо допоміжний простір абсолютно збіжних рядів її = {ΣπΕΖ+Μη =
у  : Уп Є 8q(n\Y)\ з нормою \\y\h, = inf IM U -W v  Де інфімум беремо по всіх

ν=Σ Уп 4 ν ’
таких рядах. Розглянемо також простір формальних рядів l\[Eq^(У)] = { Σ ηez+Vn = У ■ 
Уп Є ε;;{η)(Υ)}  з нормою ||у||,і[£*(»)(у)] = E n e z + IM I^ y )·  В ін-банахів, бо його складові 
£q̂ n\Y) -  банахові. З нерівності < ІІУ||гі[£г̂'(гі)(У')] випливає, Щ° відображення

Іі[£»(п)(У)\3 у ^ у Є І  і

неперервне і 1\ є фактор-простором Ιι[Ε^η\Υ)\ по замкненому ядру, і тому є банаховим. 
Для будь-якого х Є ε ^ η\ Υ )  маємо НхЦ̂  < ||x||fW(n)^. Враховуючи вкладення

ε ^ η\ γ )  с  ε ^ η+χ\ γ ) ,

в останній нерівності можемо перейти до границі ЦхЦ̂  < lim ||x|L̂ (n),v. = ||х||у. Для
п —>00 Ч ν '

ε > 0 існує збіжний в Υ  ряд Σ ν εη такий, що Σ у єп = у  та ||?у||гі -  ε < Σηβζ+\\νη\\ε^η\γ) ^ 
Σ η €ζ, \Ш\у· 3 іншого боку, для будь-якого збіжного в Y ряду Σ ν η =  У маємо

Σ η ε ζ } νΛ γ  -  Σ „ £Ζ+ιι^ ιι^ (η)(η·

Звідки \\y\\i r w (Y)Y] < ||у||іг < Σηεζ+ΙΙ^ΙΙν + ε> тобто WvL· = \\y\\i[tfn\Y),Y]· 0 тж е ’
простір Ι [ ε^η\ γ ) ,  У] — банахів. _____

Будь-який елемент замикання у  Є Eq(Y) може бути представлений збіжним за нор
мою У рядом у  = Σ ν η  таким, що у п Є £ ,(п)(У), тому виконується алгебраїчна рівність 
ΐ [ ε ν4[η){Υ) ,Υ ]  = ε 4(Υ )  . Очевидно, що ||у||у < Enez+ІІ^Цу для будь-якого такого пред
ставлення, тому IIу\\у < ||у||г[£̂ (")(у) У] ДЛЯ ВСІХ у  Є ε 4(Υ )  і рівність є топологічною. □

З При к ла д

Розглянемо у просторі LP(O) (1 < р < оо) регулярно еліптичний оператор порядку
21

А : С1 3 u і—■» J 2  Є Μ Ω)> αι  Є С°°(Щ (15)
І7І<2/

з областю визначення С1 := |и Є Wpl(Ct) : B ju ( t ) = 0; j  = 1 , . . .  ,z j ,  де Wpl(Q) —
простір Соболева i Bj  = Σ|7|<*̂ Є (7°°(<9Ω), 0 < ki < < ■ ■. < h ,  —
набір граничних операторів. Надалі припускаємо, що резольвентна множина оператора 
А непорожня. Відомо [10, § 4.9.1], що у такому випадку для достатньо великих додатних

Р > Ро оператор А + р і  — позитивний. Оскільки простори векторів експоненціального 
типу операторів А і А + р і  співпадають [9], то без обмеження загальності вважаємо, 
що А — позитивний оператор. Згідно з [10, §5.4.3], оператор А має дискретний спектр 
σ(Α) — {Ап}пЄм> тобто lim |λη| = оо, і кореневі підпростори 1Ζη кожного власного числа

п —>оо
А„ Є С є скінченновимірними. Далі Lin означає лінійну алгебраїчну оболонку векторів, 
і простір Y співпадає з одним із просторів (Ca , C0)e,q або [Са , С0]о (0 < R ea < R e/3 < оо, 
1 < q < оо, 0 < Θ < 1).

Теорема 4. Нехай 1 < q0, qi < оо, 1 /q = (1 — 9)/q0 + θ/qi, m K, n K Є N, к = 0,1, і 
виконується умова  щільності £9(У) = Y. Тоді

Y = { un = u  : ип Є Lin {7Zk : |Afc| < min (i/(n)m«+1, ^(n)5̂ ) }  j ,  (16)

д е  a  = m0( 1 — θ) + η 0θ, β  = т г (1 — θ) + щ в .

Доведення.  Згідно з теоремою 1 [9], для 1 < q < оо і m  Є N, 8"(Ст) = Lin {1Ζη : 
|A„|m+1 < г/}. Застосовуючи лему 1.2, теорему 1.15.3 [10] та враховуючи скінченно- 
вимірність просторів £g(Cm), маємо

εν4{βα) = №0(Ст°), = Lin {lZn : |λη| < m i n ( ^ ,  ^ ^ τ )} ,  (17)

ε"(€β) = [ ε ι ^ ) : ε ^ ) ] 0 = υ ιη {η η ·. μη| < m i n ( ^ ,  ^ ) } ,  (is)

де a  — m0( l — θ) + η 0θ, β  — ηΐ ι (1 — θ) + щО. Використовуючи знову лему 1.2, із 
врахуванням рівностей (17) та (18), отримуємо

€g(Y)  = Lin {Tln : |λ„| < min )}.

Рівність (16) тепер випливає з (14). □

Якщо коефіцієнти а7 оператора А є сталими, то із результатів [9] для 1 < q < оо і 
всіх m Є N маємо

£я(Ст) := ( J  ^ ( О  = { «Є  Ехр (С")| Ω : BjAku\ dQ = 0; j  = 1, . . . , /; k Є Z+},
ι />0

де Exp (Cn) — простір цілих аналітичних функцій експоненціального типу над Сп. Тому 
в цьому випадку отримуємо Y = j  Σ η^ζ+ un = u '■ un Є Exp{Cn)| BjAkun| ^  =

0; j  = 1 , . . . ,  fc Є Z+|.
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New classes of interpolation spaces of exponential type vectors of complex degrees of posi
tive operators are defined. Properties of the approximation spaces generated by the considered 
interpolation spaces are investigated. An example of application of constructed theory to the 
regular elliptic boundary problems is considered. In the example exponential type vectors co
incide with root vectors. On the other hand, for operators with constant coefficients the set of 
exponential type vectors is subclass of whole functions of exponential type.

Дмитришин М.И. Пространства векторов жспоненциального тип а комплексних сте- 
пеней позитивних операторов // Карпатские математические публикации. — 2010. — Т.2, 
№2. -  С. 21-30.

Определеньї новьіе классьі интерполяционньїх пространств векторов зкепоненциально- 
го типа комплексних степеней позитивньїх операторов. Исследованьї свойства аппрокси- 
мационньїх пространств, порожденньїх рассмотренньїми интерполяционньїми простран- 
ствами. Приведен пример применения к регулярним зллиптическим граничним задачам, 
в котором вектори зкепоненциального типа совпадают с корневнми векторами, а для 
операторов с постоянними козффициентами являютея подклассом цельїх функций зкепо
ненциального типа.
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З а г о р о д н ю к  А .В . 1 , Ч е р н е г а  І .В .2

СПЕКТР АЛГЕБР СИМЕТРИЧНИХ ТА СУБСИМЕТРИЧНИХ 
АНАЛІТИЧНИХ ФУНКЦІЙ

Загороднюк А.В., Чернега І.В. Спектр алгебр симетричних т а  субсиметричних аналі
тичних функцій // Карпатські математичні публікації. — 2010. — Т.2, №2. — С. 31-38.

В роботі досліджуються алгебри симетричних та субсиметричних аналітичних функцій 
обмеженого типу на просторах Li[0, оо) П Lx  [0, оо) та [0,1] і їх спектри.

В ступ

Нехай X, Y — банахові простори над полем К, де K = ]R або К = (С. Нагадаємо, що 
відображення Р  : X —» Y називається п-однор ідпим поліномом, якщо існує симетричне 
η-лінійне відображення А : Хп —> Y таке, що Р(х)  = А{х,. . .  ,х). Поліпом ст еп ен я  т  є 
скінченною сумою η-однорідних поліномів, п = 1, . . .  ,т .

Нехай G — напівгрупа ізометричних операторів на просторі X. Функція / з простору 
X називається симетричною в ідносно  G (або G-симетричною,)  якщо f ( a ( x ) )  — f (x)  
для кожного σ  Є G. Важливим прикладом є випадок, коли X = ί ν (1 < р < оо) і G = Q
— група перестановок на множині натуральних чисел. Тоді σ  Є Q діє на просторі ір 
наступним чином:

ОО ОО

^ ^   ̂Xi&a(i) і
і = 1  і = 1

де {еі, е2 . . . ,  } — стандартна база на просторі £р. В літературі ^-симетричні функції на
£р називають симетричними.

Функція / на просторі Lp[0,1] називається симетричною, якщо f ( ax )  = f ( x)  для 
довільного σ  Є Σ, де Σ є групою вимірних автоморфізмів відрізка [0,1], які зберігають 
міру.

Іншим важливим прикладом є випадок, коли X = ί ν  і G — 0  — напівгрупа, поро
джена ізометричними операторами /?І5

βϊ  · (^11 ї · · ·) 1  ̂ (хи ■ · · · -1'і 1 ■ 0, Χχ, . . . ) .  (1)
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©Загородню к А.В., Чернега І.В., 2010



0 -симетричні функції називають с уб симетричними.
Симетричні поліноми на гільбертових просторах та просторах i p і Lp[0,1], 1 < р < оо, 

вперше досліджувались Немировським і Семеновим в [12]. Властивості симетричних 
поліномів та аналітичних функцій вивчалися в [7, 1]. Зокрема, в роботі [7] отримано 
точне представлення симетричних поліномів на банахових просторах з симетричною 
базою та так званих переставно-інваріантних просторах функцій за допомогою еле
ментарних симетричних поліномів. В [1] авторами досліджується спектр алгебри симе
тричних голоморфних функцій на просторі і р. Максимальні ідеали алгебр аналітичних 
функцій вивчалися в роботах [2, 3, 4, 14, 15].

В роботі [7] доведено, що, подібно до скінчєнновимірного випадку, поліноми

ОО

n w - Σ * * ·  «■— W .W  + 1 - .  w
і— 1

утворюють алгебраїчну базу  в алгебрі всіх симетричних поліномів на просторі Р.р, де 
[pi — найменше ціле число, яке є більшим або дорівнює р. Тобто, для кожного си
метричного полінома Р  степеня |"р] + п  — 1, п > 1 існує поліном g £ С", такий що
Р(х)  = q{F̂ p  ̂Іх) і ■ ■ · i F\p\+n-\(з-))·

і
Позначимо через Gk{x) = j  xk(t)dt елементарні симетричні поліноми на просторі

о
Lp[0,1], к = 1, . . .  ,р. Згідно з [7], кожен симетричний поліном на просторі Lp належить 
до алгебраїчної оболонки поліномів Gk, к < р.

Субсиметричні поліноми досліджувались в роботах [8 , 9, 12]. Так, у статті [8] (Теоре
ма 2.1) Р. Гонзало показує, що так звані стандартні  поліноми

Fku...,kn(x) = хіі "  ' хі"' ^  ■+-------\- кп = п, (3)
*1 <---<Іп

утворюють лінійну базу у скінченновимірному просторі η-однорідних субсиметричних 
поліномів для п  > [у?].

Для банахового простору X позначимо через V(X)  алгебру всіх поліномів на X і 
через VS(X)  (відпов. VShii(Ip)) — алгебру всіх симетричних (відпов. субсиметричних) 
поліномів на X. Поповнення V(X)  в метриці рівномірної збіжності на обмежених мно
жинах співпадає з алгеброю цілих аналітичних функцій обмеженого типу НЬ(Х)  на 
просторі X. Через Hbs(X) (відпов. HbSbs(£p)) ми будемо позначати підалгебру всіх симе
тричних (відпов. субсиметричних) функцій алгебри НЬ(Х).  Ми також будемо позначати 
через Mbs(£p) і МЬзЬч((-Р) спектр (множину комплексних гомоморфізмів) алгебр Hbs( ip) 
і Hhsbs (f.p) відповідно.

1 С им етри чн і а н а л іт и ч н і ф ункції н а  п р о сто р і Li[0, оо) п /^[О, оо) 

Позначимо через Е простір

Е = L\ [0, оо) П Loo [0, оо)

з нормою
ІМІ£ тахЩггН^о.оо), ΙΝΙζ ι̂ο,οο)}·

Також позначимо через VS(E) алгебру всіх поліномів на просторі Е, симетричних 
відносно групи вимірних автоморфізмів інтервалу [0 , оо).

Нехай, також, Rk(x) — J xk{t)dt.

Твердження 1.1. П о л ін о м и  Rk є  коректно визначеними на просторі Е д л я  кожного  
k — 1 ,2 , . . . ,  і послідовність  {і?*;} утворює алгебра їчну  б а з у  в алгебрі VS(E).

Доведення .  Оскільки простір Е є  переставно-інваріантним простором функцій на ін
тервалі [0 , оо) (див. [10, ст. 118] ), то послідовність поліномів {R^j  утворює алгебраїчну
базу в Va(E) згідно з [7], теорема 2.12. □

Позначимо через Ф відображення, яке кожному Р  Є Vs(i\), Р  — q(F\, . ■., Fm), ста
вить у відповідність Q Є VS{E), Q = q(R\, . . . ,  Rm). Зауважимо, що Ф є бієкцією і
гомоморфізмом алгебр симетричних поліномів.

Для даного елемента (аь  . . . ,  ап, . . . )  Є і\ покладемо

ОО

f a ( t )  =  ' ^ 2 a kXAk( t ) ,  (4 )
k= 1

де Δ , = [ 4 - 1 , 4 ,  * -= 1,2 ........ і ХД.(І) = { о Δ*:
Тоді

ΙΙ/αII = max j  |afc|,sup|afc|| = ^  |а*| = ||а||.
k k k

Позначимо через P(Q) звуження Q Є VS(E) на лінійний простір східчастих функцій 
{/аі а Є £]}.

Легко бачити, що
ОО ОО

Rn (Σ a kXk (о) — Fn ( 
k=l k=1

тобто Q( f a) = q(Rx( f a ) , . . . ,  Rm(fa) )  = q(Fi(a), . . . ,  Fm (a)) = Φ '1(<5 )(α).
Отже, Г = Φ-1.

Твердження 1.2. Для дов ільних поліномів Р  Є Vs(h ) ,  Q = Ф(Р)  Є VS(E) має місце  
нерівність:

ІІ̂ ІІ < ІЮІІ-

Доведення .  Нехай Р  — симетричний поліном на ί\, Р  — q(F\, . . . ,  Fm) і нехай Q =
Φ(Р) = q(Ri, · · ■, Rm)·

Нехай, також, ||Р|| = с. Тоді для кожного є  > 0 існує хЕ Є і\, ||χε|| = 1, таке що 
с — є  < |Ρ(χε)| < с + є.



Нехай F^Xe) = с1}. . . ,  Fm{xe ) = с т. Тоді с -  ε < |q{cu ■ ■ ■ , с т)\ < с  + ε. Розглянемо 
функції f Xt Є Е вигляду (4), ||/Χε|| = ||χε|| = 1 що залежать від хє і, такі що

Ρ · ΐ { Ι χ ε )  =  с 1і ■ ■ ■ > Н - т ( І х є )  — с т -

Тоді маємо, що

IQ ( f x e )  -  с| =  к ( с і ,  ■ · · ,  Ст )  -  с| =  ІР { х є )  -  с| <  є

і отже,
І И І  <  IIQII·

З твердження 1.2 випливає, що Г є неперервним.

Л ем а 1.1. Нехай Нг (Х),  H2(Y) — п ідал гебри  Ф реш е  аналітичних функц ій  над  бана-  
ховнми просторами X, Y, і нехай Т  : Нх(Х)  -> H2(Y) — н еп ер ервний  с ю р ’єктивний 
гомоморфізм, такий що  Т є  бієктивним оператором 3V\{X) b V 2{ Y ) ,  AeVi{X), V2(Y) ~ 
підпростори всіх поліномів в  Н\(Х) і Н2(У) в ідпов ідно . Тоді Т є  ізоморфізмом алгебр  
Нг(Х) i H 2(Y).

Доведення.  Припустимо, що Т : Н\{Х) —» H2(Y ) не є ін’єктивним. Тоді існує аналітична
ОО

функція /, така що Т(/) = 0. Нехай / = Рк ф 0, де Рк є fc-однорідними поліномами,
к=0

оо

А; = 0 , 1 , . . . .  Тоді, за неперервністю Т, T( f )  = Т(Рк) ф 0. Таким чином, суперечність
к=0

показує, що Т мусить бути ін’єктивним оператором з Н\{Х) в H2(Y).  Отже, Т є непе
рервним і бієктивним. Застосовуючи теорему про обернене відображення для просторів 
Фреше, ми отримуємо, що Г " 1 — неперервний. □

Теорема 1. Hbs(E) може бути н еп ер ервно  вкладена  в  Hbs{tі), як  щільна підалгебра.
ОО ОО

Доведення.  Візьмемо 7 = ^ ^ Q m, 7 Є Hbs{E) і Є = Σ Ρύπί С є Hbs( tx)ч Pm Г (Q 771) *
7 7 1 = 0  171= 0

ОО

Оскільки ^  Qm збігається, то
77 1 = 0

limsup ||Qm||1/m = \ > = 0 ,
m—>оо Ι < Έ \ Ί )

де ΊΖε{ί ) є радіусом збіжності 7 в Е.
З твердження 1.2 маємо, що ||Pm|| < ||Qm|| Для кожного т .  Тоді

„  * т  := limsup ||Рт ||1/т < limsup ||Qm||1/m = ^ 7 3  = ° ’
7 ν ^ ι ( ζ )  т —>οο τη о̂о Ι ' Έ \ Ι )

і, таким чином, TZtAQ — 00 ·

Отже, З ТОГО, ЩО Qm Є Hbs{E), випливає, ЩО Р т  є  Hbs{£\), І ми маємо
m—0 т =0

неперервне вкладення Hbs(E) С  Hbs{i\), яке є продовженням Г зі щільного підпростору 
поліномів і яке ми будемо позначати тим самим символом. Очевидно, що Г є гомомор
фізмом зі щільним образом. □

Зауважимо, що коли Г є сюр’єктивним відображенням, то, використовуючи лему 
1.1, ми отримуємо, що Hbs(E) є ізоморфним до Hbs( i  1).

Наслідок 1.1. Mbs(E) D Mbs{t\).

2 В ипадок Loo[0, 1]

Теорема 2. Hbs{E) н еп ер ер вн о  вкладається в H^iL^O.  1]), я к  щільна підалгебра.

Доведення.  Кожну функцію 7 Є Loo [0,1] ми можемо продовжити до функції 7 на Е 
наступним чином:

7, t Є [0, 1];
0, t  Є [0, оо) \ [0,1].

Нехай
Т : Hbs(E) H U L , , [0, 1]), T ( f ) b )  = Дт)·

Легко бачити, що Т є неперервним гомоморфізмом, \T(Qn)\ < ||Q„|| для кожного 
η-однорідного симетричного полінома Qn і, крім того, T(Rn) = Gn. Таким чином, Т є 
ізоморфізмом за лемою 1.1. □

Як і у випадку алгебри Hbs(E), ми можемо розглянути звуження функцій з алгебри 
tf,s(Loo[0,1]) на східчасті функції. Зафіксуємо η  Є Ν, візьмемо довільний вектор ( « і , . . . ,  
а„) Є С п  і нехай A k  = [ ^ ,  J ) , к  = 1 , . . . , п .

Як і раніше, визначимо функцію f a(t) наступним чином:

f a i t )  =  ^ α * χ Δ , ( ί ) ,

к=1

1 ,  t  Є Δ ^ ,  

0 ,  t  £  А к .
де хд , (0  =

Тоді
у \ m  / ч

ΣΓ=ιαΓ _  F™(°)
Gm(fa)  = dt = j o η  η

Для заданого / Є L^fO, 1] визначимо f n ( t )  =  aknXAnit) — послідовність схід-
чатих функцій, таких що /n —¥ f  при η —> оо. Тоді

Gmtf) = lim
ν ' "  n mZ^k=l  kn

71—Ю О  Т і



Т вердж ення 2.1. Для д о в іл ьн о г о  вектора (&, . . . ,  £„) Є С" і с н у є  східчата функц ія  
/(0  є Loo[0. 1], така що

Gkt f )  = &.

Довед ення.  Відомо (див. [1]), що існує х = (х\,. . .  ,хп, . . . )  Є такий, що Fk(x) = n£fc. 
Тоді Gk( f )  = %■ D

З С убсиметричні аналітичні функції на Е

Для С є Е і 0 < .sx < ,s2 означимо ізометричні оператори β[8ι,β2\ на просторі HbSba(E) 
наступним чином:

(  C(t), t e  [0 , s i),
β[*ι,32](ζ(ΐ )) = С(А*ь*2](0 ) := S 0 . t Є [s l ) s2],

V С(< — s2 + ·5ι), t Є (δ2, оо).

Означення 3.1. Функц ія  / Є Е є  субсиметричною, я к щ о  f ( t )  = /(/3[Sl,S2](0) Дл я  До
в ільного  оператора /0[81,а2], 0 < .s, < .s2.

Зауважимо, що 0[SUS2} є аналогом оператора βχ, що визначається формулою (1). 
Згідно з формулою (3), поліном Fkuk2 може бути записаний у вигляді

~ki к2
х j+ i>Fki,k2(X) } > 

i,j=\
і якщо кі = к2, ТО він симетричний. Наступне твердження показує, що для субсиметри
чних поліномів на Е ситуація є іншою.

Т вердж ення 3.1. Поліном
ГОО г  ОО

Ri,ibf) = / / 7 (*Ь (t + s)dsdt
Jo Jo

є  субснметричним, але н е  симетричним.

Субсиметричність полінома є очевидною.

П риклад 3.1. Розглянемо функц ію  7 (t) = exp (—t) і вимірний автоморфізм σ ι)3 : Δ ι 
Δ3, д е  Ak = [k -  1, k), k = 1,2,3. Легко бачити, щ о

r o o
R \ b ) =  / exp ( - t ) d t  =

Jo

f  exp{- t  -  2)dt + f  exp(~t)dt  + f  exp( - t  + 2)dt + f  exp{-t )dt ,
J Δι J Δ2 “ Δ3 h

тобто Rx(7 ) = σ ιι3(Τ?ι(7 )). Однак,
r o o  r o o

#1,1(7 ) = / / exp(—i) exp( — (i + s ) )dsdt  φ
Jo Jo

/ / ехр(—ί — 2) exp(—t — s — 2)dsdt + / / ехр(—i) ехр(—t — s)dsdt+
J  Δχ J  Δ ι  «/ Δ 2 J  Δ 2

/* r  r o o  r o o
/ / e x p (-t + 2) e x p (-i  -  .s + 2)rf.srfi + / / ex p (-f)  e x p (-t -  .s)dsd/, = <Ti,3(#i,i (7 )).

7 δ 3 Уд 3 ./з І з

Таким чином, поліном  Д ії (7 ) не є симетричним.

Для даного елемента (αχ, . . . , an , . . . )  Є визначимо функцію /а(0 за формулою (4). 
Розглянемо звуження полінома Дід (£) на лінійний простір східчастих функцій
{/«) a Є £і}, яке ми, як і у випадку симетричних поліномів, будемо позначати Г.

Твердження 3.2. Відо браж ення  Г має нетривіальне ядро .

Доведення .  Маємо, що
ГО О  ГО О  0 0  0 0

# 1,1 (fa) = / Σ  Σ  dkXAk(t + s)dsdt =
J° J° k=1 fc=l

1 OO OO j--,

9 X ]  ai + Σ  a*aJ = + G2,2
г=1 i< j,

i , j  = l

*,J = 1

Використовуючи той факт, що G2 = ми отримуємоΔι

F2
Г(Яі,і) = -у·

/ F 2 \ R?
З іншого боку, Г-1 і таким чином,

R R' Гл ід ----------

Н аслідок 3.1. І сн у є  комплексний гомоморфізм φ Є М(Е) ,  такий що  φ 0  Ml)Sh ((: 1).

□
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CHARACTERIZATION OF THE MACRO-CANTOR SET UP TO COARSE 
EQUIVALENCE

Zarichnyi I.M. Characterization of the macro-Cantor set up to coarse equivalence, Carpathian 
Mathematical Publications, 2, 2 (2010), 39-47.

We characterize metric spaces that are coarsely equivalent to the macro-Cantor set 2<tl.

The well-known Cantor set
OO

{ £ іг Г | ( і , ) Г , ,е { 0 ,2 } " } с *
i= 1

has a macro analog

m

{ Σ  k,t · Зг I m Є N, (k^Zi Є {0, 2}m j  C  R,
i=l

called the macro -Cantor  s e t  (see, e. g., [1]).
The macro-Cantor set plays the same role in the zero-dimensional asymptotic geometry 

as the Cantor set does in the zero-dimensional topology. It is well known that every zero
dimensional compact metric space without isolated points is homeomorphic to the Cantor 
set (see e. g. [3]). The main result of this paper is a characterization of metric spaces that 
are coarsely equivalent to the macro-Cantor set.

It is convenient to introduce the notion of coarse equivalence with help of multi-valued 
maps. By definition, a multi -valued map  between sets X, Y is any function / that assigns 
to each point x Є X a (possibly empty) subset f ( x )  C  Y. Such a function / assigns to a 
subset A <z X the subset f (A)  = (Jae^ /(a ) ^ ·

The osc i l lat ion  of a multi-map Φ : X —> Y between metric spaces is the function ωΦ : 
[0 , oo) —> [0 , oo] assigning to each δ > 0 the (finite or infinite) number

ωΦ(<5) = sup{diain^(yl)) | A C  X, diam(/l) < r>}.

2000 Mathematics Subject Classification: 54E15, 54E35.
Key words and phrases: asymptotic dimension zero, macro-Cantor set, coarse equivalence.

© Zarichnyi I.M., 2010



Definition 1 . A mult i -va lued map  Φ : X -> Y be tw e en  m e t r i c  spa c e s  X, Y is ca l l ed

• macro-uniform, i f  ωΦ(δ) is f inite for each δ < oo;

• a coarse equivalence, i f  Φ(Χ) = Y, Ф_1(У) = X and both  mult i -valued maps  Ф and
Ф-1 are macro-uni form.

Two metric spaces X, Y are called coarse ly  equivalent if there is a coarse equivalence
f  ; X -> У . In particular, the macro-Cantor set is coarsely equivalent to the macro-Cantor
cube

2<n = {(.τ,)ί€ω Є {0,1}ω I 3n Є ω Μη > m, (xn = 0)}

endowed with the metric

d((xi),  ('у  і)) = min{i Є ω \ τΊ = y3, for all j  > Ї).

In the sequel, for a metric space (У, p) and a subset C C Y by UE(C)  we denote the
ε-neighborhood of C in Y. For any nonempty sets А, В  C Y we put

dist(A. В ) =  inf{/o(a, ft) І а  Є A, ft Є B}.

The following is a characterization theorem for the macro-Cantor set.

Theorem  1. A met r i c  s pa c e  (Y, p) is c oa r s e l y  equivalent to  th e  macro -Cantor  s e t  i f  and  
onl y  i f  th e r e  exist number s  а > 0, n  Є N and mono ton i ca l l y  in c r ea s in g  d iv e r g en t  s equ en c e s  
(аг),е м, (пі)ієN o f  real  and natural number s  r e spe c t i v e l y ,  su ch  that th e  f o l low ing  holds: for  
e v e r y  I the  s e t  Y can b e  writ ten as th e  dis joint union o f  a coun tab l e  family  o f  s e t s  
such that for e v e r y  j , k  Є N diam(Y}) < au dist(Yj, Yk) > α*_i and th e  s e t  Y3 can b e  c o v e r ed  
by  2n,+" s e t s  and cannot  b e  c o v e r ed  b y  less than 2Пі s e t s  o f  d iame t e r  no t  ex c e ed in g  a.

Proof. Without loss of generality we can assume that n^\ — n*_2 — n > 2 for every i.
Necessity. Let a metric space {Y, p) be coarsely equivalent to the macro-Cantor set X. 

Then consider a multi-valued map / : X ->· Y from the definition of coarse equivalence and 
define sequences {аг}геК, {Ьг}іЄN in the following way.

Put fti = 1. Suppose that we have defined ftj,. . .  ft, and a i , . . . ,  аг-і· From the definition 
of coarse equivalence for / there exist natural numbers a, > u f (bi) and fti+i > u f - i (oj).

Let і Є N. We can represent X  as the union X  = (J X lj ,  where diam(Xj) = ft,,
j e  N

ubi(Xj) = x j for a11 j  є Ν· Then for a11 l-i e N define Υί  = f(x j)· Tt is easy t0 see that
Y = (J Yj, d iam (^) = a, for all j  Є N, і Є Ν.

j e  Ν
Since for all I > 1 d is t (X j,^ )  > ft*, i , j  Є N, we easily obtain that dist(Yj,Y£) > ( *-1, 

j ,  k e N.
Then we can see that for any i , j , k  Є N, г < j ,  there exists a unique І Є N such that

Yk c  Yi - 2bi~bi
Note, that for all 1 > I. j  Є N, the set Yl can be written as the union YJ = (J Υι\· The

k= 1
set Yj can be covered by at most 2b'~b1 sets of diameter a x.

Similarly, Yj = |J Yt2k. Since the distance between the sets У2 and K2 is greater then 
k=1

αχ, the set Yj cannot be covered by less than 2hi~b2 sets of diameter not exceeding αχ.
The necessity is proved.
Suff i c i ency.  Let У be a metric space, numbers a > 0, n  Є N, and monotonically 

increasing sequences (α,),6^, (η,)ί6Ν, of real and natural numbers respectively are from the 
conditions of the theorem.

Let X denotes the macro-Cantor set and

X) = = (Xl,X2, ХЗі ■ ■ ·) I xi = VuXi+1 =%, · · · , } ,

where
j  = 1 + 771 + 2 · 772 + 22 · 773 + · · · + ap ■ 27> ' + . . . ,  

r/fc Є {0,1}. It is easy to see that diam(Xj) < 2\ and for every a < b, c, d, either X'! C  A·,! or
x ; n x bd = <z.

We will use that Θ(Α) is the minimal natural number k such that A can be written as
the disjoint union of k balls of diameter not exceeding a.

For every natural і let У = У/ U У2г U . . .  be a decomposition such that for every natural
j ,  k, diamCi'j) < at, dist(V^*, Yk) > α^χ and 2”> < (~)(Yk) < 21lj+n for every natural j .  k. Let
0 m ax  = іпахЄ)(У^)· k

We assume that
Yj = Yl U Yj U · · · U Y j ,

^2 = C i U C u - u n ‘ ,

for every natural k,t,  k > t.
Step a). Consider a sequence of real numbers (rvfc) such that 1 < rvA. < 2 , rvA. = 2 ,

A.-CN
c*0 = 1.

Let us construct sequences of natural numbers (c,)j6N, (dt)ieN by induction. Let d\ — 1, 
and let r ,  >  r/, be such that

2 η , ι . + η  _ 2 n ' h  + 3 n + 2  . g

lH------------ 2 ^ ----------- < « 2І+1,
2 n d . ' 2 n rfj + 3 n + 2  j  ( а ( 2 г  +  1 ) )

1 ------------:---------  >2nrt+n . 8 -  a 2i+x’

di > Ci-x and for any t > 2n<i*,

* + < t ■ а 2г,
1 («(2 г))t — (-)Ci 1 > t ■ u m ax  — 1

а 2г

Let us consider the following conditions for a multi-valued function / : A —» B:

w/(aCi_ J < ndi, u)f -i  {ndl) < aCi. (/(0 )



Let p' = 2ndi+3n+2.
Step b). During this step for every natural i we have to construct a multi-valued surjective 

function f i (A, B)(x)  : A -»  В , which maps the set A C Y into В  C X.  Here A = 
Y,di U · · · U Y,dt В  = ХУ\  1 < p < p’· Also the function /t must satisfy conditions (/(1)),I j Ip K

(./■( 2 ) ) ..........(/(*))-
Fix і Є N, and let Л, В  be sets. Let us construct /ДЛ, £) by induction. Without loss of 

generality we can assume that

a  = y ; u u · · ■ u y ; u , b  = x " di.

It is easy to see that
p ■ 2ndі < Θ (A) < p -  2nd■+П

Base o f  induct ion.  Let Л° = A.
Step j ,  j  Є {1,.. ·, і -  1}· We see that the set Y is written as a disjoint union of sets

i - j + i
Y = A{~1 u · · · U Aj nJ ndі 2 αχ at

such that for any k Є {1, . . . .  2ndi nd<-j+i}

z  і  d i - j  +  1 -L J - Q (  2  1 “ t - J  +  lώ t=o 1 t=0

the set Л^ 1 is the union of sets from the family {Yql~3}, and it is assumed that

/г(Л, В)(АІ~') = Xnkdi- » \  }Γ'(Α,Β)(Χη* ~ η  = A{-\

Consider the set A3k~l . We can represent it as the union

M~l = Yft* u · · · u y£~*.

Now write the set Xfcrfi J+1 as the disjoint union of 2ndi~i+1 ndi~j = ξ sets, Xk
nc 
e fХеЇі~і U · · · U Xe'!' 3. We have to divide these sets between the sets Yk 3

Let β 1 : {ei , . . . , e/} —>· {ki , . . . , ks} be a surjective function. Note that ξ > s. Let
Q(YCi~i )

/?(jfcr) = \{et\ft{et) = fcr}|. We have to find β' that minimizes the difference of —щ^~·

We see that Σ  ®(Yki 3) = Θ(^ ί_1)· Thus there is P' such that> for every 1 є i 1’ · · ■ ’ ,s}’ 
i=i *

θ ( ^  ‘ V w  -  2) < θ ( Υ £ - η  < θ ( Α ί  W r) + 2), 

е и г ' ) п 2 θ (ν ΐ;-> ) (-)(Aj-‘ ) 2
ξ 1 β ( κ γ -  β ( Κ )  -  ξ Ж М

Now let us look at β{Κ)\

β « Γ ) · /  1 „ , №)
Θ(ΛΓ') 4 ~ m h

Θ( Υ , ^ 3) ■ ξ 2Псі~і · 2nd‘-i+i · 2nd* 2Псі~і
ж м  > „  . t , ;  „ > , .  onj +я -  , >Θ(Α{~') ■ 2 “  2"'i<-J · p  ■ 2”'Ί+η · 2”J'-J+· · 4 -  2Ud- i +” · 4p 

Then by condition (а(2(г — j )  + 1))

2 . 2nd' - j+n-4p
(1 +  Ц Щ ] -  1 +  2”· .- . -  “ 2(- л + ь

/3(fcr) 2η"·-ί+" ·4  a 2(i-j)+i'
We see that

β(Λ) Ї Ї  8 ( f )  β μ )  ΐ , 1
г’ч - ’Мі., П  „ t  -  β[ΐ : τ) -  2"d’ ~nd-> Ht=2(i-j)+l 4 У t=2(i—j) + l

Now consider the set Yk̂ ~J and β{Κ).  The sets X0l l~J , . . . ,  Xog1̂  are mapped to the set 
Ykr~3■ Represent the set Yk'r~3 as the disjoint union of sets

^ - h u . - . U ^ - h .

Now map them into the sets X0?l~3, · · ■, X o^ r3} to minimize the difference of 0(Л{.), where
Ai = . f - \ X nkdi- 3).

This can be done so that

Q(YCi~j) 3 ( Y Ci~j )
-  θ ~ '  £ θ ( 4 )  <  - j j j r y ·  +  θ ^ Γ 1·

We see that
*i-jV k r  ’  >  p  ■ 2 " rf‘ - j  · -  >  2 7 

β{Κ) -  2 "
then by condition (а(2(г — j ) ) )

S ii· ,)  m“  -  3  (/.:,) 2,1

е (П Г ')  i  ^ e ( y ° - J)
/5(fcr) 021,-,) -  /5(*v) '

Thus,

0 (Л) 2f T1 1 ■ 0 (Л) 2г_1■ Π Π2ndi-n di_j  I I  Q( -  -  2
t = 2 ( i - j )  t= 2 ( i —j )

Assume that /(Л .̂) = Χ^~3, .f~i (Xk' 3) = Ajk. As a result the following condition 
(f ( i ~ j )) holds:

ujf -x{nd i 4 ) < aCi j .



After step (г -  1) we obtain our function. The set A is written as the union of the family 
of sets {A\71}. For every k

o <»·*-■ < ^ ·
{=2 1

therefore A(b~x) is nonempty. For every k and for every x Є A(k~l) let /(A, £)(x) = Xkdl- 
Note, that the constructed function satisfies conditions (/ (1))-(/(*))·
Step c). Now we have a sequence (/,) of functions. We have to construct function from

У to X. We can write Y as the union of the sets

Yx = Y , Y  = (У* U · · · U У2п) \ Уі_і .

Let X = Χχ U X2 U . . . ,  where Xi = X™dl, and Хг = Xx d* \ 1-1 for і Є N \ {1}. For
every i we have to map (Y{1, \ У/' 1) into X,.

Consider step i. We see that У, = Ŷ 1”1 U · ■ · U Ylt' 1. Also 2"d*+n < 0(Уг) < 2 d* + and
2"''. . < 0 (YfIt-1) < 2nrf‘- 1+n. Then 2Tldi_n'<<- 1 < i < 2"d*_Tld* '1+2n.

We have X, = XT' \Х?‘г 1 = ^ т Г 1 U· · 'U lm J"1. It is easy to see that u  = 2nrf*“nrf*-i -1 . 
Also w < t, < up1.

Now we can write У as the disjoint union of sets Уг = У(г,і) U ■ ■ · U У(г,и), where every
Yu k) is the union of w  sets of the family ( Y ^ 1), 1 < w < p' .

Г Tl(i.
Now for every k Є {1, . . . ,  u} using the function / і ^ Д т Г 1) we shall map the set 

Y(i,k) into the set Xmk~1 ■ ^

The last theorem can be reformulated.

Theorem 2. A m et r i c  s pa c e  (У, p) is c oa r s e l y  equivalent to  th e  macro -Cantor  s e t  i f  and 
onl y  i f  th er e  exist number s  а > 0, n  Є N and mono t on i ca l l y  in c r ea s in g  d iv e r g en t  s equ en c e s  

(пг)і€М o f  real and natural number s  r esp e c t iv e l y ,  su ch  that th e  fo l low ing  holds: for 
e v e r y  і the s e t  Y can b e  wri t ten as th e  disjoint union o f  a coun tab l e  family  o f  s e t s  {Vj}jeN, 
such  that for e v e r y  j ,  k Є N, diam(V^) < ait dist(У ,̂ Yk) > a,_ 1 and th e  s e t  Yj can be c o v e r ed  
b y  n ■ щ  s e t s  and cannot  b e  c o v e r ed  b y  less than п г s e t s  o f  d iame t e r  no t  ex c e ed in g  a.

Now using Theorem 2 we can prove its more general version.

Theorem  3. A met r i c  s pa c e  (Y, p) is c oa r s e l y  equivalent to  th e  macro -Cantor  s e t  i f  and  
onl y  i f  th e r e  exist mono ton i ca l l y  in creasing  d iv e r g en t  s e qu en c e s  (аг)і єNU{o> o f  reals, (rii)ieN 
and  n o f  naturals, su ch  that th e  fo l low ing  holds: fo r e v e r y  і t h e  s e t  Y can b e  wri t t en
as the disjoint union o f  a coun tab l e  family  o f  s e t s  {YjbeN, such  that  f or  e v e r y  j ,  к Є N 
diam(Yj) < аг, dist (У,, Yk) > a ,- ! and th e  s e t  Yj can b e  c o v e r e d  b y  гпг s e t s  and cannot  b e  
c o v e r e d  b y  less than щ  s e t s  o f  d iamete r  not  ex c e ed in g  a0.

Proof. To prove this theorem we will show that for the space У the conditions from Theorem
2 hold true. We will construct monotonically increasing sequences (Ьі)гєм and (kt) of real and 
natural numbers respectively, such that for all і Є N the set У can be written as disjoint union

of a countable family of sets {Zj}jeN, such that for all j ,  І Є N diam(Zj) < bt , dist(Zj, Zj) > 
and the set Zj can be covered by kx sets and cannot be covered by less than k ■ k, sets 

of diameter not exceeding b0 = a0.
By the formulation of the theorem, for all і Є N set У can be written as disjoint union 

of a countable family of sets which we will denote by {Υ^}^εΝ.
Define k = max{3, [^-] + 1}.
Base  o f  induct ion.  Put Ьг = а ь  k\ = щ ,  t\ = 1. For all j  Є N, let Zj = У 1. It is easy 

to see that, for the family {Zj}jeFsJ, all conditions hold.
i - th step  o f  induct ion, і > 1. We have a natural number tt_\ and a real number Ьг_] such 

that 1 = ati_j. We have to find numbers bt > and kt, and write У as disjoint union of a 
countable family of sets {Z*}jeN, such that for all j ,  І Є N diam(Zj) < bt, dist(Zj, Zj) > 1
and the set Zj can be covered by k ■ кг sets and cannot be covered by less than k, sets of 
diameter b0.

Consider the family of sets {У/*“1+1Ь єм· The mutual distances between the distinct 
elements of this family are at least ati_l . Every of these sets can be covered by пг,_1 + 1 
sets and cannot be covered by less than m.ti_1+1 sets of diameter not exceeding bo- Put 
ki = m ti_ ,+i.

Take a number t t, such that n lt > mti_1+1. Consider the family of sets {YJ'}jcn· The 
diameter of each of them is less than ati. Put 6г = ati. Each of them can be covered by m(i 
and cannot be covered by less than n ti of sets of diameter 1)q.

For all u  Є N consider the set Yj1. This set can be represented as disjoint union of a 
finite number of sets from the family {y?ti~1+1}jeN. Without loss of generality we can write 
У2і = У1(г_1+1иУ2г,_1+1и· · •иУ1)<1~1+1. Each of the sets Ypl~1+1, p Є {1, . . . ,  ?>}, can be covered 
by m ti_1+1 sets of diameter b0. The set Y^ cannot be covered by less than n tl > m li_l , 1 sets 
of diameter bo-

Put p0 = 0. There exist numbers p i , p 2, ■ ■ ■ , pq, 0 = p0 < p\ < p2 < · · · < pq < v,  such 
that the sets Yp^l+l U Yp}~{+2 U · · ■ U У̂ ,‘_1+1 can be covered by 2 · and cannot be
covered by less than m ti_1+1 sets, and the set Yplq+\+1 U Y^+12+1 U · · · U Уг,(’“1+1 can be covered 
by m t._1+i sets of diameter b0. Then define

Z'ul"_ y ii- 1+1 U γ/·ίι- l + l 
2 u ··• · u y ti-l + l

PI

to II_ Λ/ίι-Ι+Ι 
Pl + 1 U

t<N 
1 + u · ·■ · u y t i -1 + 1

P2

y i  _  і і Μ M  v U - i + l
Δ η , ( 4 - \ )  -  2 + 1 U  YP q - 2+2 U  · · · U  r pq i ,

z 'uM -  u  u  ■ ·' u n ‘r ,+1 U ^ ; i +1 U · · ■ u Y ! r * ' .
Put u' = q.

It is easy to see that the sets Zlur, rG {1,....<7 — 1}, can be covered by 2 · rnti 1 + 1 < k ■ k, 
sets and cannot be covered by less than = kx sets of diameter b0. The set Z% cannot
be covered by less than = kt, can be covered by 3 · < k ■ kt sets of diameter
b0. Also the diameters of these sets are less than ati = b,, and their pairwise distances are 
less than ati l = bx-\.



So we represent the set Y as disjoint union of a countable family of sets, Y = ( J{Zp,q\P e 
N,q = 1, . . .  ,p'}, for which all conditions are true. Now we can enumerate these sets by 
naturals and we shall represent Y as the disjoint union of the family □

Definition 2. A m e t r i c  s p a c e  (X, d ) is cal led  asymptotically zero-dimensional i f  f o r  all а > 0 
there  exists a uni formly  b ound ed  а-disjoint c o v e r  o f  X.

A cover U of metric space X is called

• uniformly bounded if its mesh sup{diamC/ : U Є U} is finite.

• а -dis joint if dist(A, B) > a for every А, В  Є U.

Theorem 4. A met r i c  a symp to t i ca l l y  zero-d imensional s p a c e  (X, p ) is c oa r s e l y  equivalent  
to macro -Cantor  s e t  i f  and on l y  i f  th er e  exists number  а > 0, and th e  fo l low ing  cond it ions
arc true:

1) for e v e r y  n Є N th e r e  exists r  Є N, such  that fo r  any  x Є X the r-ball  Ur (x) cannot  
be  c o v e r ed  by  less than n balls o f  radius a,

2) for e v e r y  r  Є N th er e  exists m  Є N, such that each r-ball  Ur (x) can b e  c o v e r e d  b y  m  
balls o f  radius a.

Proof. Necessity. By the Theorem 3 there exist monotonically increasing sequences 
(«i)ieNu{o} of reals, (пі)іЄи and of natural numbers. Put a = a0. We will show
that conditions 1) and 2) are true.

a) Consider an arbitrary natural n. Then there exists j , such that rij > n. Put d — aJ+χ. 
It is easy to see that condition 1) is true.

b) Consider an arbitrary number d. Then there exists such j ,  that aj > d. Put m  = mJ+i. 
Easy to see that condition 2) is true.

Suff i c iency.  Suppose that (X, p) is a space and conditions 1) and 2) are true. We shall 
construct by induction monotonically increasing sequences (ai)ieNu{0} of real, (η*)ί€Ν and 
(піі)ієν of natural numbers to satisfy conditions of the Theorem 3.

Base o f  induct ion.  Put ao = a, m,Q = 1.
i- th st ep o f  induct ion, і Є N. Put п г = m;_i + 1. By condition 1) for number there 

exists d. By definition of asymptotic dimension zero, for the space X there exists a totally 
bounded a,_i-disjoint cover. Let b be the mesh of this cover. Put a* = max{6, d, a ^ i  + 1}. 

It is easy to see that this sequence satisfies the conditions of the Theorem 3. □

It is well known that every zero-dimensional compact metric space without isolated points 
is homeomorphic to the Cantor set. In our characterization the first condition is an analogue 
of “space without isolated points” in metric geometry.

Applying Characterization Theorem 4 one can easily prove the next corollary.

C orollary 1. For e v e r y  n  Є N th e  h yp e r spa c e  expn(2<N) is c o a r s e l y  equivalent to  2<N.

Here for a metric space Y by expn(F) we denote the space of all at most n-element 
non-empty subsets of Y endowed with the Hausdorif distance

pH(A, В ) =  in f{e  >  0 : A C U£{B), В  C  Ue {A)}.
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Копач М.І., Обшта Α.Φ., Шувар Б.А. Застосування аналогів двосторонніх методів Кур- 
пеля до звичайних диференціальних рівнянь // Карпатські математичні публікації. — 2010.
-  Т.2, \"2. -  С. 48-54.

Побудовано і досліджено аналоги двосторонніх методів Курпеля наближеного розв’я
зування звичайних диференціальних рівнянь, які дозволяють отримувати надлінійну збі
жність у випадку недиференційовної правої частини.

В с т у п

Застосування двосторонніх наближених методів на практиці часто утруднене через 
те, що в теорії двосторонніх монотонних методів фігурують вимоги про монотонність
та про опуклість операторів у відповідних рівняннях. Істотний вклад М.С. Курпеля
в теорію двосторонніх методів стосується побудови таких нових двосторонніх методів, 
обґрунтування яких не потребує монотонності і опуклості правих частин вихідних рів
нянь. Двосторонні методи Курпеля зберігають найважливіші властивості методу Ча- 
плигіна (див. [2, 3]). В [7] започатковано ідею врахування збурень у правих частинах 
лінеаризованих доданків методів Курпеля і Чаплигіна таким способом, що пропоновані 
алгоритми окреслюють також і стратегію врахування похибок заокруглення зі збере
женням двосторонньої монотонності апроксимації розв’язку рівняння і квадратичної 
швидкості збіжності ітерацій до розв’язку. У цьому повідомленні досліджені аналоги 
двосторонніх методів Курпеля у застосуванні до задачі Коші

ζ '(ί) = g(t ,  x(t)) -  h ( t , x(t)), (1)

x(t0) = x0. (2)

Основна ідея пропонованих алгоритмів полягає у поширенні зініційованого М.С. 
Кургіелем в [3] підходу до рівняння (1) таким способом, щоб вони були застосовними 
до рівняння вигляду (1) з неопуклою правою частиною, яка не обов’язково є диферен- 
ційовною.
2000 Mathematics Subject Classification: 34А45.
Ключові слова і фрази: двосторонні методи, часткова ліпшицієвість, неперервна дифренційовність.

(с) Копач М.І., Обшта А.Ф., Шувар Б.А., 2010

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ

В задачі (1), (2) будемо вважати g(t ,x(t)),h(t . ,x(t . )) дійсними неперервними функ
ціями при t Є [to,T]: х Є S(xo ,M)  = {жЦя — Хо| < М,х Є і?1} (Я1 — множина дійсних 
чисел). Шукатимемо розв’язок задачі (1), (2) у класі неперервно диференційовних на 
[t0,T] функцій.

Умовою Βχ назвемо прип ущ ення  про і сн ування  таких неперервних при t Є [£о,Т],
у, ζ Є S ( xq,M )  функцій a\{t,y,z),  αχ( t , y , z) ,  b\(t , y,z),  Pi ( t , y , z) ,  для яких із сп івв ідно 
шень  t Є [to,T], y , z  Є 5(:Го, М) випливає:

( « і ( t , y , z )  + a x{t , y,z) ) (z -  у)  < g ( t , z)  -  g ( t , y ) ,  (3)

(b i ( t , y , z)  + 0i ( t , y ,  z))(z - y ) <  h(t,  z) -  h(t,  y).

При цьому функці ї  αχ(t, у, ζ), αχ ( t , y , z) ,  bx( t , y , z), βχ( t , y , z)  не спадають по у, не з р о с 
тають по ζ і αχ (t , у, ζ) > 0 , Οίχ (t, у , ζ) > 0 , bx (t, y,  ζ) > 0 , βχ (■t , y , z ) > 0 .

Умову (3) будемо називати частковою ліпшицієвістю. Вважатимемо заданими непе
рервно диференційовні функції u( t ) , v ( t ) ,  для яких

«(ίο) < χ 0 < v(t.o) (t Є [to, Τ’]), (4)

u{t) < v(t) ,  (5)

u'{t) < g(t ,  u(t ) )  -  h(t,  v( t ) ) ,  (6)

v'{t) > g(t ,  v(t)) -  h( t , u(t ) )  (t Є [t0, T}),

причому u( t ) , v ( t )  Є S(x0, M ) при t Є [t0,T], Позначатимемо [u{t), v(i)] = {x(t)\u(t.) < 
x(t) < v(t)}.  Побудуємо ітераційний процес за допомогою формул

y0{t )=u( t ) , zo ( t )  = v( t )  (7)

Уп+1 (^) =  ® і ( ^ > 2 / п (0 і^ " ( 0 ) ІУп+\ ( 0  У п ( і ) )  

b x (t,yn ( t ) ,z n ( t))(z n+x(t) -  zn (t))  +  g ( t ,y n {t)) -  h (t,Z n {t)), (8)

n_|_l(t) — (ttl(t) 'Уп(і)і zn{t)) ~Ь &x(t, y n{t)i -2η(ί)))(2η_|_ι(ί) zn (t))

y n(t), zn(t)) + βχ{ί, yn (t), z„(i)))(yn+i(i) -  y n(t)) + g(t ,  zn(t)) -  h(t,  y n(t)),

yn+i(to) = zn+x(t0) = x0. (9)

Теорема 1. Нехай справджується  умова  Βχ і задані функц і ї  u(t). v( t )  задовольняють
сп ів в і дн ош ення  (4)-(6). Тоді д л я  ітераційного п р о ц е с у  (7)-(9) мають місце  сп івв ідношен-

Vn(t) < Уп+iit) < zn+x(t) < zn(t), (10)

де η = 0 , 1, . , . , ί  Є [to,T\



Доведення .  Формули (7) і нерівність (5) означають, що y 0(t) < z0(t). Із (6) та (8) для 
п = 0 випливає, що

У\і}) - Уо(1)  >  ax( t , y 0(t),  z0( t ) ) ( yx(t) - y 0(t)) +  bx( t , y 0(t),  z0( t ) )(zo(t )  -  z x(t)),

~ο(0 -  z[ ( t )  >  (ai( t ,  y0( t ) , z 0(t))  +  ai ( t , y o ( t ) , z o ( t ) ) ) ( z o ( t )  -  z x(t))  +  {bx(t, y 0(t), z0{ t ) ) +

Pi ( t , yo( t ) ,Zo( t ) ) ) ( y i ( t )  -  y0{t)).

Звідси за теоремою про диференціальні нерівності [2] маємо, що при t Є [to,T]

y i ( t ) > y o ( t ) ,  Zi(t)  <  z0(t).

Крім того, з (8) та (3) випливає

2 ί ( 0  - У і і 1) =  M t , y o ( t ) , z o ( t ) )  +  bx( t , y 0{t),  z0{ t ) ) ) ( z x(t)  - У і ( 0 ) “

(a \(t ,  y0(t), zo(t))  +  bx(t, y 0{t), zo{t ) )) (zo( t )  -  y o { t ) ) ~

oti(t,  yo{ t ), z0( t ) ) ( z0(t)  -  z x{t)) -  β χ{ί, y0{ t ), z0( t ) ) ( yx(t)  -  yo(t))  +  g ( t , 20 ( i ) ) -

g ( t , 2/0 ( ί ) )  +  /l(^ ^ο( ί) )  -  M i ,  ί/ο(ί)) ^

(a1( i ,y0( i ) ,20(0 ) + bi ( t , yQ(t),Zo(t)) + a x{t,yo{t),z0{t)) + βχ{ί, y 0(t), zo(t)))(zi ( t )  -  y i ( t ) )+

a i ( t , y 0(t) ,  Zq^))^! -  y0) + Pi { t , yo( t ) , zo( t ) ) ( zo i t )  -  ZX(t) )  >

(a i { t , yo( t ) ,  z0(t))  +  bx( t , y 0( t ) , zo{ t ) )  +  a x( t , y 0(t),  z0( t ) ) +

β ι & ν ο ( ί ) , ζ ο ( ί ) ) ) ( ζ ι ( ί )  -  y i ( t ) ) .

Знову скориставшись теоремою про диференціальні нерівності, робимо висновок, що 
при t Є [to, Т]

Уі ( 0  <  Zi(t).

Отже, співвідношення (10) доведені для п = 0. Припускаючи їх справедливість при 
п = к — 1, при п = к із (8), (9) та умови В х маємо:

Ук+1 ( 0  -  V'kif) =  g(t,yk(t)) ~ g ( t , y k-i ( t ) )  + h ( t , zk- i ( t ) )  -  h ( t , z k(t))+ 

ai ( t , yk( t ) , zk(t))(yk+i(t) -  yk(t ) )  +  bx{t ,yk{t), zk(t)){zk(t) -  zk+x( t ) ) -  

ax(t, yk^ x(t), zk^ x{t))(yk(t) -  yk- \ { t )) -  bx(t, yk_i(t),  zk_x(t))(zk- x(t) -  zk(t)) > 

a\{t, yk- i ( t ) ,  yk(t)) + a x( t , yk-.x( t ) ,yk(t))(yk(t) -  yk- i ( t ) )  + 

bi( t , zk( t ) , zk- i ( t ) )  + f i i ( t , zk( t ) , zk- i ( t ) ) ( zk- i ( t )  -  zk{t)) + 

ai{ t , yk{t) ,zk{t))(yk+1(t) -  yk(t)) +  b1( t , yk( t ) , zk(t))(zk(t) -  zk+x( t ) )~  

ax( t , yk- x( t ) , zk„x(t))(yk(t) - y k-i ( t ) )  - b i ( t , y k- i ( t ) , z k- i ( t ) ) ( z k- i ( t )  -  zk(t)) > 

a\ (t, yk(t), zk(t)){yk+i(t) -  yk(t)) +  6 i ( t , yk( t ) , zk(t))(zk(t) -  zk+l{t)),

z'k{t) -  4 + 1  (t) =  g ( t , Z n - i ( i ) )  -  g ( t , z n(t))  +  h(t ,  y n(t)) -  h ( t , y n_ x(t)) +

{ax(t,yk(t), zk(t)) + a x(t,yk{t), zk(t))){zk{t) -  zk+x{t.)) +

(bi(t,yk(t),zk(t)) + fii(t,yk(t),zk(t)))(yk+i(t) -  yk{t))~

Ук-1(0) Zk-1(0) + «і(*. Ук-і(ї), zk-l(t)))(zk-i(t)  ~ Zk{t)) —

(bi(i, 2/fc-i( i) ,  ^fc-i(i)) +/5i(i,i/fc-i(i).2fc-i(0))(2/fc(i ) -i/fc-iW) >

{ax{t,yk(t),zk{t)) + a x(t,yk(t), zk(t))){zk(t) -  zk+l(t))+

(bi{t, yk{t), zk(t)) + β χ(ί, yk(t), zk(t)))(yk+x(t) -  yk(t)),

-̂ fc+i(0  ~~ ?/fc+i (0  = gif , zn{t)) — g{t,yn(t)) + h{t, zn{t)) — h{t,yn{t))— 

0il{t,yk(t),zk{t))(zk(t) -  Zfc+i(i)) -  βΐ^^Ιςψ),  Zk{t)){yk+X{t) -  ?/fc(i)) + 

(«l(^?/n(^),-2n(0) + bl(t,yn(t), Zn(t)))(zn+X(t) -  yn+x(t))~

(.ax{t, ί/η(ί), 2η(ί)) + 6i(i, yn(t), Zn{t))){zn(t) -  yn{t)) >

(α ι(ί, yfc(i), 2fc(t)) + b\[t, y k{t), Zk{t)) + Oil(i, J/fc(i), 2fc(i))+

A ( i , y fc(i)^fc(0))(2fc+i(0 -  Ук+iit))·

З отриманих співвідношень, враховуючи теорему про диференціальні нерівності, одер
жуємо, що

Ук+iit) -  yk(t) > 0, zk(t) -  zk+x(t) > 0, zk+x{t) -  yk+\{t) > 0.

Це означає, що нерівності (10) виконуються і при п — к. Згідно з принципом матема
тичної індукції, теорему вважаємо доведеною. П

При виконанні умов теореми можна гарантувати збіжність ітераційного процесу (7 ) -  

(9) до неперервно диференційовних компонент y(t),z(t) розв’язку (■y{t),z{t)) системи 
рівнянь

y'{t) =  g(t,y(t)) -  h(t,z(t)),  ( π )

z\t) = g{t, z(t)) -  h(t, y{t))

з початковою умовою
y(t o) = z(to) — χο· (12)

Точніше, ПОСЛІДОВНОСТІ {yn{t)} та {2n(0}) утворені за допомогою ітераційного процесу 
(7 ) - (9 ) ,  збігаються рівномірно, монотонно не спадаючи до y(t) та монотонно не зростаю
чи до z(t) неперервно диференційовних на [to, Т] компонент розв’язку {yit), z(t)) задачі
(11), (12). Це випливає з рівномірної обмеженості і рівностепеневої неперервності послі
довностей {yn(t)}, {zn{t)} та з їх монотонності. Однак умови теореми не забезпечують, 
взагалі кажучи, збіжності кожної з цих послідовностей або однієї з них до розв’язку 
задачі (1 ), (2).



Теорема 2. Нехай справджуються  умови  теореми (1) і, крім того, задача  (11), (12) має 
є диний  н еп ер ервно  днф ер енц ійовний  на [t0, T ] р о з в ’я з о к  (y ( t ) , z ( t )). Тоді д л я  є д и н о г о  
н еп ер ервно  диф ер енц ій о вн о г о  на [t0,T] р о з в ’я з к у  х (І) задачі  (1), (2) та посл ідовностей  
{yn(t)} та {-„(£)}, утворених за  д оп ом о г ою  формул (7)- (9), при  η  = 0,1 Є [to, Т] 
мають місце сп івв іднош ення

Vn(t) 5: Уп+1 (t) ^  x (f)  <  Zn+\(t) <  zn (t),

причому ці послідовності рівномірно  зб ігаються д о  x(t) на  [ί0, Т], в і дпов і дно  н е  спадаючи  
та не  зростаючи.

Доведення.  Оскільки (y(t), z(t)) є розв’язками задачі (11), (12) і розв’язком цієї задачі є 
також пара (x(t), x(t)), то з попереднього зауваження і з існування розв’язку x(t) задачі
(1), (2) випливає, що y(t) = z(t) = x(t). Тому можна вважати теорему доведеною. □

Для отримання оцінок збіжності процесу (7)-(9) умов попередніх двох теорем, зокре
ма, часткової ліпшицієвості (3) правої частини рівняння (1 ) недостатньо.

Умовою В2 назвемо прип ущ ення  про те, що при t Є [to,T], у  < z, у, ζ Є S(x0, M)  
с п р а в дж ую т ь с я  нер івності

y(t ,  z) -  cj(t, у) < (a\(t, у, z) + a 2(t, у, z))(z -  у),

h(t,  ζ) — h(t,  у) < (bi{t,y,  ζ) + p2( t , y ,  z))(z -  у)

з тими ж самими функціями αχ(ί , у, ζ), bx(t, у, ζ), які фігурують в умові Βχ й неперервни
ми невід’ємними функціями a 2( t , y , z) ) ,  P2( t , y , z) .

Теорема 3. Нехай виконуються умови  Βχ та В2 і функц і ї  y n(t), zn{t) при  η  = 0 ,1 ,... 
задовольняють сп івв іднош ення  (7)-(9). Тоді при  η  = 0 ,1 ,..., ί Є [to, Т] мають місце  
оцінки

4 + і ( 0  -  Уп+1 ( 0  <  /п2) ( 0 ( ^ + і ( 0  -  Уп+1 ( 0 )  +  -  Уп(і)), ( і з )

та

де

%п+і ( 0  Уп+1(0  < [  4 1}(я)ехр f  fWte) (%(zn(s) - y n(s) )ds ,  (14)
Jto Js

= a 2{t, yn(t), zn(t)) + p 2(t, y n(t), zn(t)), (15)

f£\t )  = ax( t , yn(t,),zn{t)) + Pi ( t , yn ( t ) ,zn (t))

Доведення.  Із (7)—(10) та з умови В2 випливає, що

4+1 (*) - 2/ή+ι(0  = 9 ( t ,zn(t.)) - g ( t , y n(t)) + h( t , zn{t)) -  h ( t , y n{t ) ) -

α χ(ί, y n(t ), zn(t))(zn(t) -  zn+1(t )) -  β λ{t, y n(t), zn{t))(yn+l(t) -  y n{t))+

(αχ(ί,  yn(t ) ,  zn(t)) +  bx(t, yn(t), zn(t)))(zn+1 ( t ) — Уп+і( 0 )  —

( ax{ t , yn(t), zn {t)) +  bx(t ,yn( t ) , z n (t )) )( zn (t) -  y n {t ) )  <

(αχ(ί, yn(t), Zn(t)) + a 2(t, yn(t), zn(t)){zn(t) -  yn(t))+

( b x ( t , yn{t), zn(t) )  +  /32 ( i ,  У п ( 0 .  zn(t)))(zn(t) -  y„(i))+

( f l j  ( t ,  yn ( t ) , Zn ( t ) ) Ч- bx( t ,  yn ( t ) , Zn  ( t )  ) ) (.2η -)_ι ( ί )  Уп+1 ( t )  )

( α ι ( ί , ί / η ( ί ) . 2 „ ( ί ) )  +  & ι ( ί , !/ η ( ί )> 'ζη ( ί ) ) ) ( 2 η ( ί ) -  ; у „ ( 0 )  =  

f n \ t ) ( Z n + x ( t )  -  y n +\{t ) )  +  Л 1}( 0 ( ^ ( 0  -  1/η(ί) ) ,

тобто маємо оцінку (13). Оцінка (14) випливає з (13), якщо скористатись теоремою про 
диференціальні нерівності [6]. □

З ауваж ен н я 1 .1 . Характер збіжності п р о ц е с у  (7)-(9) визначається структурою функ 
цій ax(t,y,z), bx(t,y,z), a 2(t, у, z), p2(t,y,z). Якщо,  зокрема,

« 2( t ,y,z) = a 3(t,y,z)(z -  у)1 , β2(ί, y, ζ) = β3(ί, y, z)(z — у)1 (7 > 0),

де a 3(t,y, z), /53(t, y, z) н еп ер ервн і  н е в і д ’ємні при  t Є [t0,T],y < z, y ,z  Є S(x0,M), то 
з г і д н о  з  (14),

f n \ t )  = (oc3(t,y(t),z(t))  + β3( ί ^ ( ί ) , ζ ( ί ) ) ) ( ζ η(ί) -  yn(t)y .  (16)

Підставляючи (15) в (14), при 7  > 0 для ітераційного процесу (7)-(9) отримуємо 
надлінійну збіжність, а при 7 = 1 та 7 > 1 ітераційний процес (7) (9) характеризується 
квадратичною і, відповідно, надквадратичною збіжністю. У тому випадку, коли

u   ̂ dg{t,y) , λ dh(t, у)
a i  ( t , y , z )  =  — ■ ■■ b x ( t , y , z  ) =  — —--------,

ay oy

1 d2g(t, y) u  1 d2h(t, y)
«2 ( t , y , z )  = 2 Qyi (z ~ y ) ’ = 2 fry2 _

матимемо квадратичну збіжність при 7 — 1, і отримані результати охоплюють відпо
відні результати М.С. Курпеля із [2, 3]. Якщо, крім того, одна із функцій g(t, x) або 
h(t,x)  тотожно дорівнює нулю, то результати, які отримуються із наведених теорем, 
описують основні властивості методу Чаплигіна і багатьох його різновидів.

З ауваж ен н я 1 .2 . Відмінність алгоритму (7)-(9) в і д  алгоритмів М.С. К урп ел я  з  \2, 3] 
стосується можливості отримати надлінійну збіжність алгоритму д л я  недиферепц іиов -  
них функц ій  g(t, х) або  h(t, х).
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Построеньї и иследованьї аналоги двусторонних методов Курпеля приближенного ре- 
шения обьїкноввеньїх дифференциальньїх уравнений, которьіе позволяют получать ско- 
рость сходимости вьіше линейной в случае недифференцируемой правой части.
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К о п и т к о  Б .І .,  М и л ь о  О .Я .,  Ц а п о в с ь к а  Ж .Я .

ПАРАБОЛІЧНА ЗАДАЧА СПРЯЖЕННЯ ІЗ ЗАГАЛЬНИМИ 
КРАЙОВОЮ УМОВОЮ ТА УМОВОЮ СПРЯЖЕННЯ ТИПУ 

ВЕНТЦЕЛЯ

Копитко Б.І., Мильо О.Я., Цаповська Ж .Я. Параболічна задача спряження із загальними 
крайовою умовою т а  умовою спряження ти п у Вентцеля // Карпатські математичні пуб
лікації. — 2005. — Т.2, №2. — С. 55-73.

У статті розглядається питання про існування у класі Гельдера розв’язку початково- 
крайової задачі для лінійного параболічного рівняння другого порядку з розривними ко
ефіцієнтами з крайовою умовою та умовою спряження, які, як і рівняння в області, ви
значаються лінійними параболічними операторами другого порядку.

У цій праці за допомогою методу параболічних потенціалів досліджується питання 
про класичну розв’язність у класі Гельдера параболічної задачі спряження з припущен
ням, що на внутрішній і зовнішній межі області з класу Гельдера Н2+х задані умова 
спряження та крайова умова типу Вентцеля. Зауважимо, що задачі з крайовим опера
тором другого порядку еліптичного та параболічного типів для параболічних рівнянь 
другого порядку виникають в теорії випадкових процесів при вивченні задачі про "скле
ювання "дифузійних процесів [3, 8].

У такій постановці сформульована нами задача вивчається уперше. Раніше подібні 
задачі вивчалися методом потенціалу в роботах [10] -  [13]. В [1] і [15] початково-крайова 
задача Вентцеля вивчалася за допомогою інших методів, а в монографіях [4, 5, 7] для 
параболічних крайових задач розгорнуто загальну теорію.

1 О с н о в н і  п о з н а ч е н н я  т а  д е я к і  о з н а ч е н н я

Нехай R", η ^ 2, — η-вимірний евклідів простір; R £+1 = Rn х (0, Т), Т > 0 — фік
соване; = R"-1 х (0, Т)\ х = (χχ, . . .  , хп- і ,  хп) = (х' ,хп) — точка в К";
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Ключові слова і фрази: клас Гельдера, початкова-крайова задача для лінійного параболічного рівняння 
другого порядку, лінійні параболічні операторами другого порядку.
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х/ = (хг , . . .  , хп- і )  — точка в і "  (x, t) = (x' ,xn, t) — точка в М£+1; (x' , t ) — точка 

в Щ]  (.r, у)  = |.т|2 = (х, х) = f > 2; \х'\2 = (.τ', О  = £  хї·
і=1 і= 1 г=1

Розглянемо в R" обмежену область V з гладкою межею S. Припустимо, що V роз
ділена на дві області Д  і Т>2 поверхнею S\, причому S  П Si = 0 . Нехай при цьо
му V! — гіідобласть з межею Si, a Т>2 — підоблас/гь з межею 52 = S  U Si. Через 
//(;/;) = ( v i (x) , . . . ,  vn(x)) та uw (x) = ( ^ ( х ) , . . .  ,іУп\х)) позначатимемо одиничні ве
ктори внутрішніх нормалей по відношенню до області Т>2 в точках х Є 5  та х Є Si 
ВІДПОВІДНО. Покладемо Έγη ^ Sm, Qjji ^ (0, T), Sfji х [О, 'T\, τη 1, 2,
V = VU S , Z  = S X [0,Т].

Введемо позначення для операторів диференціювання: Drt і Ωζ — символи частинної 
похідної по t з порядком r і будь-якої частинної похідної по х з порядком р відповідно, 
де r, р — цілі невід’ємні числа; Д  = Д  = £ -; D{j = Q̂ Qx. , i , j  = l , . . . , n ;  V =
(Dx, . . . ,  Dn), Si та <5г(1  ̂ (г = 1, . . .  , п) — тангенціальний диференціальний оператор на

 ̂ /і \  ̂ / ■· \ /і \
S та Si відповідно, тобто дг = £  r lkDk, де тік = іїг -  UiUk, St = £  тік Dk, де тік =

к=1 к=1
-  г/г(1)Ї ). δϊ  — символ Кронекера. Використовуватимемо визначені в [6] простори 

Гельдера # ί+λ'(ί+λ)/2( ΐ£ +1), Я /+А'(/+А)/2(Ет ), Я г+А(ІГ) (І = 0 ,1,2; т  = 1,2; X Є (0,1)
-  фіксоване) та клас поверхонь Я 2+А. Підмножину функцій з Я г+А’(г+А)/2(Я), які (у 
випадку І = 2 разом з похідною по t) перетворюються в нуль при t = 0 позначатимемо 
через я ;+А,(/+А)/2(£), а через |ИІя'+*(в) та |М|я »+а,(і+а)/2(;в) позначатимемо норму фун
кції w  в Ηί+Χ(Β)  та Я (+А’(і+А)/2(5 ), де В — одна з множин Шп та R £+1 або Em, т  = 1, 2, 
відповідно. Всюди нижче С,  та с  — додатні сталі, які не залежать від (х,t),  конкретні 
величини яких нас цікавити не будуть.

2 Параболічн і потенціали

Розглянемо у шарі IR£+1 два рівномірно параболічні оператори другого порядку з 
обмеженими коефіцієнтами вигляду

П  71

Lsu = Σ  ai j\xi f-)Diju  + Σ  aiS\ x, t )Diu  + « i V .  f) u -  Dtu, s = 1, 2. (1)
i,j=1 i= 1

Припускатимемо, що коефіцієнти операторів Li і L2 визначені в R ^+1 і виконані
умови:

(А1) Е  »!*>(.!, Ш і  > 4 ” = 4 ? .  0 - 1 .2 .  У ( М ) € І ? \  V{ Є R";

(Λ2) « ;; j, α̂ >. c h w 2( S ^ - 1) . s = 1 ,2, , = 1 ........n.
Умови (AI), (A2) забезпечують існування звичайного фундаментального розв’язку 

(ф.р.) Gs(x, ί ' , ξ, τ)  (0 < т < t. < T, x, ξ Є Μ") для оператора Ls , s  = 1, 2 [6]:

Gs{x,t-,^,r) = G {§s T\x,t-,^,T) + Gu (x,t-, i ,T),  s = 1,2, (2)

G(0f T)(x,t;£,T) = Gqs't)(x' - ξ ' , χ η - ξ η , ί  -  τ)  = (2^/π)~n(det  Α3(ξ, r))~1/2(t -  τ)~η/2χ

ί  = 1ι2ι ( > Τ ι  (3)
4(ί -  τ )

= ( аЙ)( ^ т ) ) .  . ^ = ( а (І)(^т ) ) .  ~ матриця, обернена до матриці

Дї(£) т)і Gis — інтегральний член, який має більш "слабку" особливість, ніж GqI’t '> з (3) 
при t —>r + 0 i G s ^ 0 ,  якщо t < т. До того ж  існують такі додатні сталі С і с, що для 
функцій Gs і Gis при 0 < т < t < Τ, х, ξ Є R", 2r + р < 2, справедливі оцінки

\DlD'xG,(x,t\(,T)\ < C(t  -  т )-("+^+р>/2 exp/ _ c ! £ ^ i ! ! l  (4 )

|£ > да,Д х, ί; ξ, т)| < C(t  -  t )-(»+^+p-a)/2 exp / c j (5)
Розглянемо параболічні потенціали простого шару:

u {'\x , t )  = J d r  J Gs(x,t-,£,T)Vs (£,r)άσξ, ( x , i ) e R ^ +1, s = l , 2, (6)
0 Si

t

u(20)(x,t) = J d r  j  G2(x, t ; t ,T)V0( t ,T)dat ,  (x, t.) Є R£+1, (7)
0 s

де Vs , s = 1,2, та V0 — задані відповідно на Σι та Σ обмежені вимірні функції. Як 
наслідок з оцінок (4), (5), функції и^\ неперервні в М£+1, задовольняють рівняння 
Lsu ^  = 0, s = 1, 2 , в Ε£+1\Σχ, Lsuf^ = 0, в Κ£+1\Σ і початкову умову гхі^(ж,0) = 0, 
4 0}(х,0) = 0.

Нехай для (x,t) Є Σ] та (x, t ) Є Σ визначені вектори конормалей =
(N[s\ x, t ) , . . . ,  N̂ s\x, t)), N̂ s\x, t) = jl· a j f (x,  t)i/j1}(x), i = 1 , . . . ,  n, s = 1, 2, та N(x. t) =

3=1
(Ni (x, t ) , . . . ,  Nn(x,t )) ,  Ni(x, t) = Y^afMx, t ) v j (x) ,  i = Ι , , . , , η .  Якщо Vs Є Я А,А/2(Е,),

j=1
.s =  1,2, K0 Є Я λ’λ/2(Σ), то ? 4 1} Є Я 1+а’(1+а)/2(П8), .s =  1,2, 4 0) Є Я 1+а,(1+а)/2(П2) (див.

о о о

[2], [6], [14]) і для конормальної похідної функцій s  — 1, 2, та правильна формула 
стрибка ([6 , с. 459])

t
du^\x , t )  f  f d G s (x,t- ,^,r) . . j ^ l  . . ,  N t o s
a m ( d  = J dTJ  a w - K x t )  + (“ 1) г у - ( х Л  (χ·ί ) ε Σ " (8)

9ŵ 0)(2; , i) f  [ d G 2(x,t-,£,T) 1 . . , .
n k k i  = j iT} 9N(* A  ( χ , ί ) € Σ .  ο )

0 Si 

t



Існування інтегралу у правій частині (8) випливає з нерівності (0 < т < t < Т, 
χ .ξ  Є S',)

<9Gs(x, ί; ξ, т)
d N ^ ( x ,  t )

<  C ( t  -  r) -(n+1 -λ )/2 exp < — c \χ-ξ\*
t  — T

(10)

яка є вірною і для ядра дСдщх^  У формулі (9) при 0 < т < t < Т, χ ,ξ  Є S.
За допомогою ф.р. Gs , s = 1,2, з (2) визначають ще два параболічні потенціали, 

які застосовують при розв’язанні задачі Коші для загального параболічного рівняння 
другого порядку. Цс -  потенціал Пуассона

и(2) ( x , t ) =  j  Gs(x,t-,£, 0)φ8(ξ)άξ, (x,t) Є I n+l
. rji , s = 1 , 2 , (11)

і об’ємний потенціал

u ^ ( x , t )  = J  dr I  Gs( x , ^ , r ) / s( ( , r ) ^  (x,t) Є n+1. J, , (12)

s (0  і ίβ(ξ,τ) ,  'S = 1,2 — задані функції. Якщо припустити, що φ3 — обмежена іде ψ
неперервна в

, ( : і >

1, а  / ,  Є Я  А· п+1), то відомо (див. [6 , гл. IV, § 14]), що функції и (2)

_ /п\
и?\  « = 1.2, неперервні в R£+1, та задовольняють рівняння Lsus = 0, Lsu (3)

fs  i *
1,2,  в Μγ.+ 1 і початкові умови гіі2)(х,0) = φ β(ζ), (rr, 0) = 0, χ Є M71, s — 1,2.  До того
ж и[2) Є //2+λ.(2+λ)/2(|п+і), а у випадку, коли φ„ Є Я 2+А(БГ), і иі3) Є Я 2+А’(2+А)/2(І£ +1).

З Р егуляри затор  першої крайової задачі

Визначимо крайові оператори £s , s = 0,1, 2, які потім використаємо в якості регуля- 
ризаторів системи інтегральних рівнянь Вольтерри, еквівалентної до сформульованої 
у п. 4 початково-крайової задачі. Зауважимо, що конструкція цих операторів повні
стю збігається з конструкцією інтегро-диференціального оператора £, який вперше був 
введений у роботах [2, 14]. Опишемо структуру оператора £0, який пов’язаний з опера
тором L2 та потенціалом Припустимо спочатку, що S = Rn_1, а отже, Σ = М£. 
Розглянемо в Щ, параболічний оператор наступного вигляду:

4  = f > g V , i )  D , , - D t , (13)
i,j=1

де h {2) =  o f f  -  α ·2 )α^2) ( α ^ )  , i, j  =  1 , . . . , η -  1.

Нехай Ή.2(χ', ί·,ξ' ,τ) (0 < r  < t < Τ, χ',ξ'  Є R"-1) -  ф.р. для оператора Ζ/2, і нехай 
функція -ф задана в R£. Позначимо ((x' ,t ) Є Rj.)

£„(х', ()У- = 4 ; 1 1  J ( t  -  т) -Ч 2Лт j  % (* ', ί; ξ', τ)ψ(ξ', т ) < (14)

t= t

Л ем а 3.1. ([2], [14]). Оператор £0 є  л і н і й н и м  обмеженим оператором, щ о  в ід ображає  
простір # 1+a’(1+a)/2(R£) на простір # A,A/2(R£). При цьому і с н у є  о б ерн ений  оператор
£-1 . Ηλ,λ/2(jjjn) # 1+λ,(1+λ)/2(jjjn)_

о о

З ауваж ен н я 3.1. Використовуючи схему д о в е д е н н я  леми 3.1, ми встановлюємо також, 
щ о  оператор £0 в і д ображає  простір //2+a>(2+a)/2( r «) на простір //1+А’(1+А)/2(R£) і лри

о о
цьому і с н у є  о б ерн ений  оператор £0 1 : //1+A,(1+A)/2(R£) —>■ //2+A’(2+A)/2(R £).

о о

Зауважимо, що £0 — регуляризатор у випадку першої крайової задачі (модельної) 
(див. [2, 10, 14]), а саме:

£0( χ ' , ή ι ι ^  = (A2(x' , t )v(x'),  ν(χ'))~1/2 V0(x', t) +

t

J  dr J  Κ 2ο(χ ' , ί · ,ξ ' ,τ )ν0(ξ' ,τ)άξ' ,  У70 Є Я А'А/2( і ? ) : (15)
0 R »- l

до того ж  для ядра К 2о справедлива оцінка (10), у правій частині якої вираз \х — £|2 
треба замінити на вираз \х' — ξ'|2.

Розглянемо тепер випадок, коли межа S  області V — елементарна поверхня, тобто 
S = {.т Є Rn|.r„ = F(.r')}, де функція F  задовольняє умову

F  Є H 2+x(R n~l ). (16)

Надалі позначатимемо значення будь-якої функції v(x,  t) на Σ = S  х [0, Т] через 
v{x',t). Тоді регуляризатор £0 можна визначити рівністю (14), в якій ядро

T~L2 ( x  i ζ  і Τ’ ) Ή-Ί^Χι t ,  ζ , 7") |Χη=-ρ^;(;/) ξη _^(ξ/)

є ф.р. оператора (13) з коефіцієнтами

Ч?  = “і? “  “і? ® ) ~1 . (17)

де й'2) = aj2) = аг(2), i , j  = 1, . . . ,  П -  1, ά|2) = 4 ?  = -  Σ  * = 1, . . . , η -  1,
fc=l

«in = ain -  2 Σ  o™Fk + Σ  a ^ F kFh Fk = § f  k = 1 , . . . , η  -  1. 
fc=l fc,(=l

Що стосується дії оператора £0 на потенціал г4°\ то ї ї  результат визначається рівніс
тю (15).

Переходимо до загального випадку. Припустимо, що межа S  області V — будь-яка 
обмежена гіперповерхня загального вигляду з класу Н2+х. Нагадаємо, (див. [2, 6]), що 
S  називають поверхнею класу Н2+х, якщо кожна ї ї  точка х° має окіл Охо такий, що 
множина 5ПОхо описується в локальній (місцевій) системі координат {у} = {уь . . . ,  уп}, 
зв’язаній з точкою х°, рівнянням

Уп =  Fxo(y'), у 1 Є В хо, F x0 Є Н2+х(Вхо),
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де Вхо = {у ' Є Мп_1 І \у'\ < d}, до того ж  стала d > 0 не залежить від точки х°, і 
скінченною буде величина sup||Fx(y)||/i2+A(B:E)·

xES

Покладемо V£ = ї х  Є V | inf \х -  х0| < ε \, (ε > 0), і нехай μ  — будь-яке мале
х0е5  J

додатне число (0 < μ < d/2). Тоді (див. [9]) існує така скінченна множина фіксованих 
точок {х(тга) Є 5}, т  = 1 , . . . , N, що області Vf n), j  = 1, 2, в локальній системі координат 
{у}, зв’язаній з точкою х (т\ записують у вигляді

V\m) = {у Є W1 І \у'\ < j/i, І Уп -  Fx(m)(y')\ < j  μ}, j  = 1, 2,

1 вони володіють властивостями:

1) існує таке число ε = ε(μ),  що Т>є C  UV[m '̂,
/ m

2) існує таке ціле число N0 (яке не залежить від μ), що перетин будь-яких Ν0 + 1
областей Т>2™̂ порожній.

Введемо “розбиття одиниці”, що підпорядковане покриттю U Х>2т  ̂ “межевої смуги” 
Ί)ε, а саме систему функцій {ω(ίη) Є C^QR")} з наступними властивостями:

0 < ω(τη) < 1, u/m) = 1 при х Є 0 при х Є Μ"\Χ>2"\

N

supp(w(m)) С Г>2т ) - У^и/ш)(х) = 1, якщо X Є Т>є , (18)

і нехай
а (т) =  и (т)

N

τη=1

771= 1 

- 1

е("0 = Р<т > П S, j  = 1,2. (19)

Нехай {у, ί} — місцева система координат в точці х̂ т\ Координати {х} і {у} зв’язані 
співвідношенням

Υ = С{т\Х -  Х {т]),

де С(ш) — ортогональна матриця, X і Υ  — стовпці з координат хг, . . .  , хп і у х, . . .  , у п 
відповідно. Позначимо через проекцію S^  на площину у п = 0. Між точками 
у  Є і у'  Є S^q існує взаємнооднозначна відповідність. Припускаємо, що  ̂ в 
локальній системі координат {у} з початком в точці х^  задається рівнянням

y n = Fx̂ ( y l) = F ^ ( y /), y ' E S t J ,  (20)

де F — функція з класу H2+X( S ^ ) .
Визначимо тепер за допомогою формули (17) функції Щ'т\ у ' , t ), (у', t) Є 5 ^  х [0, Т],

“ ( 2 )i , j  = Ι , . , . , η  -  1, m  = Ι , . , . , Ν ,  у правій частині якої замість йгу ,  i , j  = 1, . . . , п ,  
треба покласти а^ ’т\ де а^'т  ̂ — елементи матриці A ^ i y ' , t )  = С^А^ \y'  ,t){C^rn", )T, 
A<p \ y ' , t )  = A2(x(y) , t ) .  У свою чергу, використовуючи функції Щ'т\ у ' , і )  та формулу

(13), визначимо в області х (0, Т] рівномірно параболічний оператор L2Ш\ Продов
жимо коефіцієнти цього оператора на = En_1>(m) χ [0 , Т] зі збереженням властивос
тей (AI), (А2) і позначимо через 1-0™\у' ,ί-,η' ,т) (0 < т < t < Т ,  у ’, η ’ Є R"-1'^ )  ф.р.

г '(m) для L2 .
Нарешті визначимо функції

W-2m\x , t ^ , T )  = Ή.Ι̂ η)(ν'{χ),ί·,η, ( ξ ) , τ ) ,  0 < т < t < T, x, ξ Є S (™\
N

Ή2(χ,£;ξ,τ) = ^ ω(η\ χ )α{τη\ ^ (Γ \ χ ^ \ ^ τ ) ν ^ \ η \ ξ ) ) ,  0 < T  < t < T ,  x, ξ  Є S,
771= 1

де 0̂ ш\ у )  = v^m\ y ) , v ^ i y )  = v{x(y))  і, припускаючи, що ip Є # ί+λ’(ί+λ^2(Σ),
О

/ = 1,2, покладемо при (x, t,) Є Σ

£ f" V  = 4 =x
ν π

 ̂ ”̂ r J ω{™\χ )α{τη\ θ κ ¥ ί\ χ , ^ ξ , τ ) 0 {ηπι)(η '{ξ) )ψ(ξ ,τ )άσξ
0 S

ε 0( χ , ί ) ψ  = ~̂ = J (t — τ)~^άτ J η 2(χ , ΐ · ,ξ ,τ ) 'φ (ξ , τ )άσξ

t=t

ο
Ν

t=t

' Σ ε ^ ί χ , ή ' Φ ·  (2 ΐ)
771= 1

Побудову оператора £0 завершено. У формулі (21) інтегро-диференціальні оператори 
т  = 1, . . . , Ν, називатимемо локальними регуляризаторами. їх  властивості можна 

описати за допомогою тверджень, що належать до леми 3.1 та зауваження 3.1. З цих 
властивостей безпосередньо випливає наступне твердження.

Лема 3.2. Оператор So, ви знач ений  за  формулою (21), є  лінійним обмеженим опера 
тором, щ о  в і д ображає  простір # ί+λ’(<+λ)/2(Σ) на простір //, - 1+λ’(ί - 1+λ)/2(Σ) t І = 1,2.

О О

При цьому р і вн янн я  SqiJ) = 0 має в  просторі //ί+λ,(ί+λ)/2(Σ) лише тривіальний р о з в ’я з о к  
'ф = 0 .

Подіємо оператором £о на потенціал з (7). Враховуючи при цьому співвідношен
ня (15), VVo Є # λ,λ/2(Σ) одержимо

О

t

ε ο (χ , ί ) ι ι{2 ) = (Α2{χ , ήν ( χ ) , ν ( χ ) )~1/2νο(χ, ί )  + J d r  J Κ 20{χ, ί · , ξ, τ)ν0( ξ , τ ) άσ ξ, (22)
0 s

до того ж , для ядра Κ 20(χ,ί.·,ξ,τ) в кожній області вигляду 0 < r  < t, < Т, χ , ξ  Є S , 

справедлива оцінка (10).
Крім регуляризатора So, ми будемо використовувати також побудовані за аналогіч

ною схемою граничні оператори Ss, s = 1, 2 , які пов’язані з поверхнею S і, операторами 
Ls , s = l , 2,  та потенціалами υ£\ s = 1, 2, з (6).



4  П о с т а н о в к а  п а р а б о л і ч н о ї  п о ч а т к о в о - к р а й о в о ї  з а д а ч і  з  у м о в о ю  

с п р я ж е н н я  т и п у  В е н т ц е л я  т а  її р о з в ’я з а н н я

Розглянемо задачу спряження

Lau s (x, t )  = - f s (x,t),  ( x , t ) e f i s , s  = 1,2, (23)

u s (x,Q) = (fa{x), x ^ V s , s  = 1,2, (24)

L3u(x, t )  = ui (x, t )  -  u2(x,t) = z(x, t) ,  (x, t) Є Σι\5ι, (25)

П
L4u(x , t) = Σ  Р ^ ( х Л ) ^ ]5(- ]и2 + (β[λ\χ , ί ) ,  Vu2) + /3<i:\x, t)u2 -  Dtu2-

i,j = 1
(a(x,  t), Viti) + a 0(x, t )ui  = θ(χ, t), (x, t) Є Σ1\5'ι, (26)

71
Lr0u(x, t ) = ^  Pij(x, t )SiSju2 + (β(χ,  t), Vu2) + βο(χ, t ) u2 — Dtu 2 = ψ(χ,  t), 

i , j = 1

{x , t ) e Z\S ,  (27)

де u(x, t ) = («i ,  u2), «(x , i) = (cii(^, t ) , . . . ,  a n(x, t)), β ^ ( χ ,  t ) = (/?j \x, t ) , . . .  , βη \x,  t)), 
β( χ , ί )  = ( β ι ( χ , ί ) , . . . , β η (χ, ί ) ) .

Припускаємо, що коефіцієнти операторів Lx і L2 задовольняють умови (AI), (А2) з 
її.2, а коефіцієнти операторів типу Вентцеля L4 і L5 задовольняють наступні умови:

(В1) £  / $ W ) 6 & > Moilel2, β!·} = β β ,  μοι > 0, ν ( χ , ί )  Є Σι, Є Κη, ξ _L ^(1)(х);
i,j=1

£  Р ц ( х , Ш і > ц  0ІЄІ2, βα = βα,  μο > 0 , V ( x , t ) e E ,  V ^ e R " ,  «/(*);
( , j  =  I

(B2) в<;<, g » \  4 ‘\ «„ є , ft,, ft, А  є і, 7 = Ι , . , . , η ,
> 0, (a, i/W) > 0 , (β, u) > 0.

Що стосується поверхонь S  і Si та правих частин рівностей (23)—(27), то будемо 
вважати, що

S , S x e H 2+x, p ( S , S i ) > d 0 >0,  (28)

f s Є НХ’Х/2(Щ +1), φ8 Є Н2+х(Шп), s  = l , 2 ,
2 є  Я 2+ А,(2+А)/2( Е і ) )  θ є  я а,а/2(Е і), ^ я 2+̂ 2(Е), (29)

і виконані умови узгодження

φι (χ)  -  φ2{χ) =  ζ(χ,  0), х Є Si,

^ 2  β\]\χ , 0) ^ 1)ή 1)ψ2 + ( β (1){Χι 0), \7φ2) -  (α(χ,  0), V^i )  + βο \χ,  0)ν?2+
i,j=1

η 0(χ, 0)φι -  Σ  ai j\ x> 0)Di j f s  -  Σ  a\s)(x, 0)Όίψ, -  a{Qs)(.x, 0)^s -  f s = 
i,j=1 i=l

6>(.r, 0) + (s -  1 )Д г ( і ,  t-)\t=o, X Є Si, s  = 1, 2,
П

/5jj(.T, 0)ЗДу>2 + (/3(.x, 0), Vv?2) + β0{χ, 0)φ2 -  ^  a jf  (ж, 0) Д ^ 2-
i,j=1 i,j=l

П
^ 2 a [ 2](x,0)Di^2 -  α{ο ](χ ,0)φ2 -  f 2 = гр(х,0), x Є S. (ЗО)
i=l

Основним результатом статті є наступне твердження.

Теорема. Нехай коефіцієнти операторів Ls , s = 1,2, і L4, L5 задовольняють умови  
(AI), (А2) і (В1), (В2) відпов ідно ,  а д л я  поверхонь S і Si та функц ій  f s , φ3, s  = 1,2, 
ζ, Θ, ф з  (23) (27) виконані умови  (28), (29). Тоді при  виконанні ум ов  у з г о д ж е н н я  (ЗО) 
задача  (23) (27) має є д иний  р о з в ’я з о к

u. Є  Я 2+А’(2+ λ ) / 2 ( Ω , ) ,  5  = 1,2, (31)

для я к о г о  справ едлива  оцінка

2

У ]  \\us ΙΙ#2+λ,(2+λ>/2(Ω.,) — c
s=l

2

У! іі/«ііяа.а/2(к"+і)+
6=1

ll^s І1я 2+х(кп) + ІІг ІІя2+л'(2+А)/2(^1) + іі^ііяа-л/2( і̂) + іі'0 іія2+л'(2+а)/2(̂ )
5  =  1

(32)

Доведення .  Будемо шукати розв’язок задачі (23)-(27) у вигляді

з
u s (x, t )  = '^ 2 u {J n)(x,t) , ( ι , ί ) € Ω „  5 = 1, 2, (33)

7 7 1 = 0

де Ξ 0, а функції u f  \ , u^\ u f  \ s = 1,2, визначені за формулами (6), (7), (11),
(12). У зображенні (33) невідомими є функції Vm, m  = 0,1, 2, що входять до потенціалів
простого шару ?4°\ v* \  s  = 1, 2 . З властивостей потенціалів, описаних в п. 2, випливає, 
що для розв’язання задачі нам треба підібрати Vm, m  = 0,1, 2, у такий спосіб, щоб для 
u (x , t ) виконувалися умови спряження (25), (26), крайова умова (27), а при виконанні 
умов узгодження (ЗО), були правильними умова (31) та нерівність (32).

Припустимо a priori, що Vm, m, = 0,1, 2 , задовольняють умови

Vb Є Я λ’λ/2(Σ), Vs Є Нкх/\Еі) ,  5 = 1,2, (34)



і займемося спочатку вивченням крайової умови (27). З цією метою перетворимо рів
ність (27), виділивши в ній у виразах, що містять похідні першого порядку за просто
ровими змінними, окремо тангенціальну і конормальну складові. Таке перетворення 
легко здійснити, якщо скористатися співвідношенням

II

(β (χ , ί ) ,  Vu2) = + 7 ( м )
г=1

д и 2(х, t ) 
dN(x, t ) ’

П
де ό, = D, — Σ  NkDk, i = 1 , . . . , n, — дотичний диференціальний оператор на S,

fc=l

7 (χ ,ί) =
(β(χ, ί ) , ι/(χ))
(N(x,t) , г/(х))'

Тоді умову (27) можна записати у вигляді ((x,t) Є Σ\5):
71 71

L5ii(x, t) = ^ 2  Pij(x ’ t ) ^ jU 2 + ^ 2  βί{χ, i ) 6 i U 2 + /?o(̂ , 0 W2 -  Dtu2 = Ψο(χ, t) (35)
*.j=l i=l

або
71 71

L 5 m ( . T ,  0  =  Σ  P k l ( X ' ^ D k l U 2  +  Σ  ^ X ' l ) D k U 2  +  0 ? ' ' 2  ~  · ° ί ? ί 2  =  ^ о ( ж ,  i ) .  ( 3 6 )

fc,/=l fc=l

де
τι

р кі(х, ί ) = Σ  Pij(x, t)Tik(x)Tji(x), fc, l = 1, . . . ,  n,
M=1

/?fc(x, i) = /3fc(x, i) -  7 (x, t)Nk(x, t) -  Σ
t, j=l

•фо(x-.t) = Ф(х,і)  -  ί (χΛ)~,
д и 2(х, t ) (37)
ON(x, t )

Як бачимо, до правої частини рівнянь (35), (36), тобто до функції ^о, входить похі
дна вздовж конормалі від шуканої функцій и2, яку можна розкрити, використовуючи 
зображення (33). При цьому похідна q2n ^ '^  визначається за допомогою формули (9),

а для d2N̂x ty- має місце співвідношення

d u [2 \x,t )  _  [  f  5G2(x,t;£,T)
dN(x, t ) /dT/0 5i

dN(x, t )
ν 2( ξ , τ ) ά σ ζ, ( χ , ί ) 6 Σ, (38)

причому для ядра д° д щ ^ у - , враховуючи (28), легко отримати оцінку (0 < r  < t < T,
(χ ,ί) Є Σ, (ξ, r) Є Σχ)

dG2 ( χ , ί ] ξ , τ )  
dN(x, t)

< C exp < —|д - ξ \ :
t — τ

(39)

з деякою сталою С, яка залежить від do- Оцінка (39) гарантує нам існування інтеграла 
в правій частині (38).

Розглянемо (36) як автономне параболічне рівняння на Σ\5. У цьому рівнянні, як 
випливає з умов теореми, умови (34), формул (37) та властивостей потенціалів (див. 
п. 2), його коефіцієнти βω, /і̂ , к,1 = 1, 2, . . . ,  /г, βο та права частина ψο належать до 
класу ί ί λ,λ/2(Σ). Відомо (див. [1, 2, 9, 14]), що для розв’язку и2 цього рівняння, який 
задовольняє початкову умову

и2(х, 0) = φ2(χ), х Є S, (40)

справедлива нерівність

ІІи2І|я2+-М2+А)/2(у;) < C [ ||?Α)||#λ,λ/2(Σ) + 11̂ 2 ||#2+A(S) ] · (41)

Знайдемо тепер інтегральне зображення розв’язку задачі Коші для рівняння (36). 
З цією метою для оператора L5 побудуємо ф.р., який надалі позначатимемо через 
Γ(χ , ί ]ξ ,  т) (0 < r  < t < T, х, ξ Є S). Насамперед відзначимо, що ідея, на якій базується 
побудова ф.р. Г є подібною до ідеї, за допомогою якої було здійснено конструкцію ре- 
гуляризатора £о (див. п. 2). Відзначимо також, що функцію Г та ї ї  похідні за змінними 
x і t можна оцінювати за допомогою нерівностей (4) та (5), замінюючи в їх правих 
частинах розмірність простору η на п — 1.

Отже, спочатку розглядається випадок, коли S  = Rn_1. У цьому випадку ()г = Д , 
5і = Di, і = 1 , . . . , п  — 1, 6п = 0, а тому рівняння (36) перетворюється в лінійне парабо
лічне рівняння другого порядку з гельдеровими коефіцієнтами, що розглядаються на 
Σ = Rj., вигляду:

ті— 1 п— 1 _
L5u = ^  fiki{x',t)DkiU2 + y ^ j Pk(x ' , t )Pku2 + β0( χ ' , ή ΰ 2 -  Dtu2 = ψ0(χ ' , ή ,  (42)

k,l=1 k=1

a (2)fx' t)
& (x', t) = & (x ', t) -  βη (χ', t ) " ’ ,

άΧτΙίχ',ή

Існування ф.р. Г для оператора L5 забезпечують умови (В1), (В2).
Наступний крок — це припущення про те, що S — елементарна поверхня з класу 

Н2+х, тобто S = {х Є Rn|xn = F(x')}, де функція F(x') задовольняє умову (16). Даний 
випадок, який детально вивчений в роботі [10], можна звести до попереднього, якщо 
використати так зване розпрямлююче перетворення координат [9]:

(χ ,ί) (z, t) ,  Zi = xu г = 1, . . . , η - 1 ,  ζη — χ„ F(x'),

яке межу S  переводить у гіперплощину S = {z Є Rn|zn = 0}. Тут ми зауважимо лише, 
що в розглядуваному випадку параболічне рівняння відносно функції

т / / ^  βη(χ'Λ) д й 2{х\і)
М х  J )  = ф{х J )  -  Έ Ϊ Ϊ Τ ) ' т Р Т у

u2(x',t) = и2(х', F(x'), t),



якому відповідає шуканий ф.р. Г(У, £; ξ', т) (0 < т < t < Τ, х\ ξ' Є Еп_1), безпосередньо 
можна отримати з рівняння (36), підставляючи там Dnu 2 = 0, Dknu2 — 0, к = 1 , . . . ,  п, 

= р к1{х ',F(.x'),i)_, к = 1, . . . , η — 1, Pk{x’,t)  = Pk(x\F(x'), t),  к = Ι , . , . , η ,  
Ро(х', t ) = Ро(х\ F(x'), t), ψο(χ' , t) = ·φ0(χ\ F{x'), t):

n —I n —I

LbU = ^ 2  Pkl(x', t)D MU2 + Σ  t ) ° k u 2 + Po(x’, t)u2 “  Д «2 = Фоі?', (43)
fc,i=l fc=l

де коефіцієнти Pki(x',t), Pk(x',t) та P0{x\t) визначені формулами (37), і матриця

£„_ι(χ ',ί)) = (Дн(ж'>*))и  j

— невід’ємно визначена, симетрична та рівномірно невироджена, тобто для ї ї  коефі
цієнтів виконана умова (В1).

Використаємо рівняння (43) для побудови ф.р. рівняння

І ьи = 0, (x, t) Є S  х (0, Т),

де Lr/i/, визначається лівою частиною рівняння (35) або (36).
З цією метою введемо до розгляду функції

(44)

Ро(.Л /■; Є', т) = p f  'V  -  ί ' , ί  -  r )  = (2v ^ ) - (" -1|(det4 - ,({ ',T ))-1/2(i -  r)-<”- 1)/2x

( ( b „ - i (5 » ) ~ V - « ')> * '“ i ' )
exp < 4(ί -  r)

0 < τ  < t < Τ, x' ,ξ'  ЄJ СІ ґ- ТП)П-1

1 C* r -  1DH—1Го(χ ',ίίξ ' ,τ )  = fg  (х'—ξ', t —τ) = Po(x', t] ξ', τ ) ν η(ζ'), ο < r  < ί  < Τ, χ',ξ' Є

Тоді

Ρο(χ ,Ι - ζ , τ )  = f f V  - ί ' ,<  ~ τ) = (2Vi ) - (n- 1)(detB„_1(e ,T ))-1/2(i -  τ ) - ( « - » Λ χ

exp
^ Β η_ ΐ(ξ ,τ ) )  ( χ '- ξ Ο ,χ '- ξ '^

4(ί -  τ)
0 < τ  < t < Τ, χ, ξ Є 5,

Γ0(χ , ί ;ξ ,τ )  = r f r)(x' -  ξ ' , ί  -  τ) = Ρ0( χ , ί ] ξ , τ ) ν η (ξ), 0 < τ < t < Τ, χ , ξ  Є S.

Відзначимо, що функція Ро(^', t; ξ', т) — ф.р. рівняння

η—І
Σ  r)D klu2(x', t) -  Dtu2(x', ί) = 0, (.τ', і) Є R J.,
k,l=l

із замороженими у точці (£',т) Є коефіцієнтами. Функцію Го приймаємо за головну 
частину ф.р. рівняння (44), а ф.р. Г цього рівняння будуємо з використанням методу 
Леві [6 , гл. IV, § 11].

Нарешті, розглядаючи загальний випадок гіперповерхні S Є Н2+х, зауважимо, що 
при побудові ф.р. Г треба використати атлас многовиду S, що побудований за допомо
гою розбиття одиниці (18). У цьому випадку рівняння (36) у місцевій системі кооринат 
{у, t} в точці х ^  запишемо у вигляді:

L5}(m)U{m) = Σ  Р{м\у, t)Dkiu{™] + ]Г Р{Г\у, t)Dku{2m) + Pom\y, t)u(m)

2

fc,f=1 fc=l

Dtu {2m) = i>{™\y,t), (y , t ) Є S' x (0, Τ], (45)

де u2m\y,  t) = u2(x(y), t), Рм^іу, t), k, l = 1 , . . .  ,n ,  — елементи матриці

&m\ y , t )  = C ™ B ™ (y , t ) (C {m))T, B ^ \ y , t )  = B(x (y ) , t )  = (РііШ , Щ =1 ,

РІт\у,  t ), k = Ι , . , . , η ,  — координати вектора

p(m\y ,  t ) = c W p M ( y ,  t ), p(m\y,  t ) = P(x(y), i),

PiT\y,t) = Р о Ш Л  = Фо(*Ш) = Ф{т)М  -  і (т)м Щ ^ у
V;(m)(y> t) = = у (хШ ) = й {т)М  = c^ N ^ i y . t ) ,
N̂ m\ y , t )  = N(x(y) , t )  — вектор конормалі, віднесений до матриці A(™\y,t.).

Далі переконуємося у тому, що за умови, коли (y , t ) Є х [0, Т], рівняння (45) 
відносно функції

« “ (SM) = u t \ y ' ,F ^ \ T / ) , t )  = u t \ v ' , t ) ,
yeSK2

де F {-m\y')  визначена формулою (20), приймає вигляд

і 5,,„,«<"■> ^  £  l ^ \ y ' , t ) D u 4 ” > + У : І Г ( ї ' ,< ) о » 4 т) + Я г Ч і / М ’ ,)-
к,1= 1 к=1

д 4 т> = Й т ) (!/', (), (У', і) є  4 ?  X (0, т у  (46)

_ У рівнянні (46) РІГНу'Л = P i r 4 v ' ,F ^ \ y ' ) , t ) ,  a J f r V .O  = Г<т)(У% 0.
P{™\y',t) = Р ^ І У 1, F^m\y ' ) , t ) ,  к,1 = Ι , . , . , η  — 1, визначаються з рівностей (37), які 
віднесені до місцевої системи координат {y ,i} .

Як і в у випадку елементарної поверхні визначимо функцію

f m(y,i;r/ ,r) = Pm(?/,i;77' , r ) ^ m)(77'), 0 < τ  < t < T, y', r/ Є ,

де функція Pm(y ' , t; η', r )  — ф.р. рівномірно параболічного рівняння зі сталими коефі
цієнтами

Σ  r )D kiTL̂n)(y' , t) -  д 4 т ) (у/, 0  = 0·
k,l=1



Далі повертаємося до координат {x, t} і записуємо функцію Гт( у , t] V, т) У Дих змін-

Гm(x, t] ξ, T) = Рт(х, ί; ξ, τ )0^ \ η ( ξ ) ) .  (47)

Нарешті визначимо функцію

Ν

Го ( χ , ί ; ξ , τ )  = Σ ω Μ ( χ ) Γ  m(x, ί; ξ, τ ) α ^ ( ξ ) ,
τη=1

де TV — число фіксованих точок , х ^  на поверхні 5, в яких задаються локальні
координати, а функції и^т\ а (т), Гт  визначені за допомогою співвідношень (18), (19) 
та (47) відповідно.

Побудовану таким чином функцію Го вважаємо головною частиною ф.р. Г рівнян
ня (36), який, як і в попередньому випадку, шукаємо методом Леві. Побудову ф.р. Г 
рівняння (36) завершено.

Використовуючи ф.р. Г, єдиний розв’язок задачі (36), (40) можна представити у 
вигляді

і
u2(x,t) = j  Γ (χ ,ί ;ξ ,0)φ2(ξ)άσζ -  J d r  j Γ(χ,ί·,ξ,τ)'φ0( ξ , τ ) ά σ ξ, (х ,£ )єЕ . (48)

5  0 S

Отже, маємо два вирази для значень функції н2 на Σ: співвідношення (33), де треба 
покласти s = 2, (x, t) Є Σ, та співвідношення (48). Якщо прирівняти між собою їх праві 
частини, враховуючи при цьому (7), (9), (37) та (38), то знайдемо перше рівняння, що 
пов’язує невідомі функції Vm, т  = 0,1, 2 :

t  2  *

J d r  J α ο ( χ Μ , τ ) ν 0[ξ,τ)άσ^ + ' £  І d r  J K 0i(x, t\ξ , τ ) ν ι ( ξ , τ ) ά σ ξ = Φ0(χ, t),
0 5(0) 1=0 0 S«>

( χ , ί ) 6 Σ(°), (49)

де Σ<°> = 5<°) χ [Ο,Γ], 5 (0) = S, S™ = S (2) = Su

G0 ( χ , ί ; ξ , τ )  = ΰ 2( χ , ί ; ξ , τ ) ,  Κ 01( χ , ί ; ξ , τ )  = 0 ,

t

Κ οο (χ , ϊ , ξ , τ )  = ^ ( ξ , τ ) Γ { χ , ί ] ξ , τ )  -  J ds J  Γ(χ, t\ η, 5)7(77, s) Г'> ά σ ν
T  S

t
Κ 02( χ , ί · ξ , τ )  = G2(x,t\£,r) -  J ds J  Γ(χ, t ; r/, 5)7 (77, s ) ^  da 'v

r  S

f  3
Φ0(χ, ί )=  / Γ(χ,ί;ξ,0

{  3= 2

£
/ * / Γ ( ι , ί- , ί ,τ ) Ψ(ζ,τ)  - ~ ι ί ξ . τ ) γ ^ Θ ^ Η ξ , τ )

■д τ)
dat:. (50)

Друге і третє рівняння для 14г, m  = 0,1, 2, отримаємо з умови спряження (26). Як 
і у випадку крайової умови, перетворимо рівність (26), виділивши в ній у виразах, що 
містять похідні першого порядку за просторовими змінними, окремо тангенціальну і 
конормальну складові за допомогою співвідношень:

{β(1\ Vu2) = + l 2(x,t)-:dU2 X̂'^
г= 1

(a, Vui) = ^ а 1(х,*)<їг(1)?/і + 7χ(χ,ί)
і=1

ϋ№2)(χ , ί ) '  

д щ (x, ί)
а д а о м ) ’

(51)

л(-) -де Oj (jvM.i/1))
оператори на S i,

А: — ..m, Σ  = 1 , . . . ,и ,  5 = 1,2, — дотичні диференціальні
fc=l

7ι(χ,ί) =
(α (χ ,ί),ι/ (1)(χ))

7г(а:,0 =
( ^ ) ( χ , ί ) ,^ ) ( χ ) )

(N ^ (x , t ) ,  ^ ^ ( χ ) ) '  y (N^(x ,  t), /v(!)(x))

Враховуючи (51) та (25), умову спряження (26) можна переписати у вигляді:

η  п  п

L 4u (x , t ) = Y 2  f i l j \ x i  t )Sl1]S\l)u2 +  Σ  2 -  ^  a i ( x ,  t )S[l)u 2+
i,j=1 i= l г=1

^ 1}(x, t )u2 -  Dtu 2 = 0(z, i), (x, i) Є Σ]\ S, (52)

або

L4u(x, t) = Σ  fikiix, t)Dkiu 2 + Й 1}(х, t )Dku 2 + # }(x, t )u2 -  Dtu 2 = θ(χ, t), (53)
fc=l

де

$ μ}0Μ ) = Σ  ^ 1)(ж>0тг ї)(а;)'гі 1)(2:)1 А:, / = 1 , . . . , η,
г,І=1

β ο \ χ , ή  = β ο \ χ , ί )  + α0(χ ,ί).
2 η

^ 1}(χ ,ί) = /3̂1}(x, ί) — ί) + ̂ ^ (—1)s_17s(̂ ·, i)7V̂ s)(x·, ί) — ^  ^ ( χ , Ο ^ ί ^ ί χ ) 1'^ ^ ·)).
s=l г,І=1 

du s (x, ί)
0(χ ,ί) = θο{χ,ί) + 5 ^ ( - 1)β X7e(a;, ^'djnj(s)(x t )·

8=  1 V ! J

Π
θ0(χ ,ί) = 0(χ,Ο -  α0(χ, ί)^(χ, ί) + У ]  <аг(х, )̂̂ г(1)(х, t)z(x, t). (54)

г= 1



Міркуючи як і у випадку крайової умови, розглядатимемо (52) або (53) як автономне 
параболічне рівняння на Σι\5ι. У цьому рівнянні, як випливає з умов теореми, умови 
(34), формул (54) та властивостей потенціалів (див. п. 2), його коефіцієнти та права 
частина належать до класу Нх’х/2. Тоді для розв’язку и2 цього рівняння, який задоволь
няє початкову умову

и2(х,0) = φ2(χ), х Є Si, (55)

справедлива нерівність

||ΐί2||#2+Μ2+λ)/2(Σι) < С ||0||я а,а/2(Еі) + )|ν?2||Η2+λ(5ι) ■ (56)

Розв’язок задачі (53), (55) можна представити у вигляді

t

U2 ( x , t )  = J Γι{χ , ί ; ξ ,0 )φ2(ξ)άσξ -  J d r  J  Γ ι ( χ , ί ; ξ , τ ) θ ( ξ , τ ) ά σ ξ, ( x , i ) e E b (57)
5ι ο 5ι

де Γ](.τ,/ ;ξ,τ) — ф.р. оператора Ζ4, існування якого забезпечують умови теореми.
Як і в попередньому випадку, маємо два вирази для значень функції и 2 на Σ ]: 

співвідношення (33), де треба покласти s = 2, (ж, t )  Є Σχ, та співвідношення (57). При
рівнюючи між собою їх праві частини, враховуючи при цьому (6)—(8), знаходимо друге 
рівняння, що пов’язує невідомі функції Vm, т  = 0,1, 2. Третє рівняння для Vm отри
маємо, використовуючи (57) та умову спряження (25). Тоді система рівнянь відносно 
невідомих щільностей Vm, т  = 0,1, 2, матиме вигляд:

t 2 ^

ί  dr j  Οπι(χ,ί·,ξ,τ)ντη(ξ,τ)άσζ + Σ Ι  dr J  Kml(x, t; ξ, t)Vi(£, τ)άσζ = Фт(ж, t),
0 s<'"> 1=0 ο

{ x , t ) e E {m\ m  = 0,1,2, (58)

де Σ("ι> = 5 (m) x [0 ,Τ], v i  = 0, 1, 2 .

ί
Κ 10( χ , ί ; ξ , τ )  = J  ds  J  Γι(χ, t ; η, s)^2(r], άσν>

r  Si

K 2o(x, t·, ξ, τ ) = K w (x, ί; ξ, τ ) + G2(x, t ; ξ, τ),

Kmi{x, ί ; ξ , τ )  = (—1)г_1^ 7/(^)τ )Γ ι(τ, ί ; ξ , τ )  +

ί  , , , \ / Λ <̂̂ ι(̂ 7, -s; ξ-, τ-) , Λ 0J  ds J  Γι(χ, ί ;η,8)Ύι(η ,8) dN(l)^  ^  άση, τη,1 = 1, 2,
r  Si

3
Фт (М ) = / Γ χ (χ ,ί;ξ ,0)^2(ξ)(ίσξ -  + zm(x,t)~

·'  1 __ ο

t

J  d r  J  Γι(χ, t -,ξ,τ)
S i i= 1 j=2 5ΛΓ(0(ξ,τ)

do^, rn = 1, 2,

(59)Ζχ(.Χ, ί) Ξ z(.X, ί), 22(.T, t) = 0,

a K 0m, S (m), m = 0, 1, 2 , Фо визначають за формулами (50).
При цьому для ядер m, І = 0,1, 2, з (50) та (59) є правильною нерівність (4), в 

якій замість n, r  і р  треба покласти відповідно п  — 1, 0 і 0, а для функцій Фт , т, = 0.1, 2, 
як випливає з припущень теореми, умов узгодження (30) та властивостей потенціалів, 
виконується умова

фт є н 2+Х'(2+Х)/2{Е{гп)), т  = 0, 1, 2.
О

Система рівнянь (58) є системою інтегральних рівнянь Вольтерри І роду. На підставі 
(22), леми 3.2 та умов теореми переконуємося в тому, що після застосування оператора 
8т, т  = 0,1, 2, до відповідного рівняння системи (58) остання замінюється еквівалент
ною системою інтегральних рівнянь Вольтерри II роду вигляду ((.х, t )  Є Σ̂ τη), т  = 
0 , 1, 2):

2

Vm(x,t) + ί  άτ  / Rmi(x,t-^,T)V^,T)da^ = Фт (х, t), τη = 0 , 1, 2 , 
ί=0 0 5(0

(60)

Де
Фт ( м )  = (л т (.т,0 ^(т)(.х )^ (т)(.х))- 1/2^ ( . т ,0 Фт ,

Л0(.х, 0  = Л2(.Т, ί), ί'^ (.τ) = v{x), ί/(1)(·τ) = ^ 2\х),

до того ж  £шФт  Є //1+λ’(1+λ)/2(Σ(τη)), Фт  Є Я λ’λ/2(Σ(m)), а для ядер Rrnl, т,1 = 0,1,2,
о о

справедлива нерівність (10).
Розв’язуючи систему рівнянь (60) методом послідовних наближень знаходимо Vm, 

т, = 0,1, 2. Крім цього, доводимо, що для Vm, т. = 0,1, 2, виконується умова (34).
Для завершення доведення теореми, залишилося перевірити виконання умови (31), 

оцінки (32) та обґрунтувати єдиність побудованого розв’язку задачі (23)-(27). Для цього 
достатньо зауважити, що кожну з побудованих за формулами (33), (60) функцій v,s , 
s = l , 2, можна розглядати як розв’язок наступної параболічної першої крайової задачі:

Lsu s (x,t)  = —f s (x,t),  ( x , t ) e f i s , 5 = 1,2,

u s ( x ,  0) = φ3{χ), x  Є Vs, 5 = 1, 2,

u s ( x , t )  = V i ( x , t )  + (2 -  s ) z ( x , t ) ,  ( ι , ί ) ε Σ i ,  s = 1, 2,

u2(x, t) = v (x ,t ) ,  ( x , t ) e E ,  (61)

при виконанні умов узгодження

φ3(χ) = Vi(x, 0) + (2 — s)z(x, 0), x Є Si, s = 1,2,



φ2(χ) = v(x,0),  х Є S,

d u s (x, t) 
~dt

dvi(x, t )
t=o dt

+ (2 — s) 9 ζ ( ΐ ' ()
£=0 9t

du2(x,t)
dt

dv(x, t)
t=o

. x Є S  i , s — 1,2,
t=o

x Є S, (62)
£=0

де функції V\ Є я 2+А,(2+А̂ 2(Σι) та ї; Є # 2+λ’(2+λ)/2(Σ) визначені за допомогою співвідно
шень (57) і (48) відповідно. Тоді (див. [6]) умови теореми разом з умовами (ЗО), оцінками 
(56) та (41) гарантують нам існування єдиного розв’язку задачі (61), (62), що належить 
до класу (31), і для якого справедлива оцінка (32). Теорема доведена. □
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Kopytko В.I., Mylyo O.Ya., Tsapovska Zh.Ya. A parabolic conjugation problem with general 
boundary condition and a conjugation condition of Wentzel type, Carpathian Mathematical 
Publications, 2, 2 (2005), 55-73.

We consider the question of existence in Holder class of a solution of an initial-boundary 
problem for linear parabolic second-degree equation with discontinuous coefficients with a 
boundary condition and a conjugation condition which are defined by linear parabolic second- 
degree operators as well as equation in the domain.

Копьітко Б.И., Мьіле О.Я., Цаповская Ж .Я. Параболическая задача сопряжения с обгцим 
краевим условием и условием сопряжения тип а Вентцеля // Карпатские математиче- 
ские публикации. — 2005. — Т.2, №2. — С. 55-73.

В статье рассматрьівается вопрос о существовании в классе Гельдера решения начал ь- 
но-краевой задачи для линейного параболического уравнения второго порядка с разрьів- 
ньіми козффициентами с краевьім условием и условием сопряжения, которьіе, как и урав- 
нение в области, определяютея линейньїми параболическими операторами второго поряд-
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МЕТОД ПАРАМЕТРИКСА Д Л Я  УЛЬТРАПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ

Малицкая А.П., Буртняк И.В. М етод параметрикса для ультрапараболических систем  
// Карпатскис матсматичсские публикации. — 2010. — Т.2, №2. — С. 74-82.

Рассмотрено системьі ультрапараболических уравнений, которьіе обобщают уравнение 
диффузии с инерцией. Используя модифицированньїй метод Леви, построено фундамен
тальную матрицу решений системи уравнений Колмогорова второго порядка, получено 
оценки ее производньїх, входящих в систему.

Мьі рассматриваем один класе ультрапараболических систем, обобщающих уравне- 
иие диффузии с инерцией. Фундаментальная матрица решений задачи Коши (ФМРЗК) 
для таких систем, козффициентьі которой зависят от t, построеная в работах [1, 2]. В 
зтой статье построено фундаментальную матрицу решений системи (ф.м.р.), козффи- 
циентьі которой зависят от всех переменньїх. Для построения мьі используем дваждьі 
метод Леви.

1 О б о з н а ч е н и е . П о с т а н о в к а  з а д а ч и . О сновной р е з у л ь т а т

ІІусть x = (х і,х 2) Є В2. П(0,т] = {(t ,x),x Є R2, 0 < t <  Т}, 0 < т < t, ρ{ί,χ·,τ,ξ) —
(а;і -  6 ) 2(4(ί -  r ))^1 + 3(х2 -  ξ2 + {х\ + 6 ) (2 (t -  r))~l )2(t -  т ) ~ 3 , η  Є Ν.

Рассмотрим задачу Коши для системьі [1], [2]:

П
dtu v (t, x) -  xidX2uu{t, x) = ^ [ α 2"(ί, x)d2Xl + a\v (t, x)dXl + ar0u(t, x)]ur (t, x),

r = 1

ν  =  { l , . . . , n } , ( i , x )  Є П(о,г], (1)

x)\t—T = Uu0(x), 0  < r  < t < T ,  (2)
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Ключевие слова и фрази: метод параметрикса, фундаментальная матрица решений, ультрапараболи- 
ческие системи.
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где dtw u(t, х) = Σ  [ar2u(t, x)dXl+a^(t ,  х)дХі +а™(і, x)\wr (t , x) — равномсрно параболичес-
г=1

кая за Петровским в Π[0ιχ]> (х2 — параметр); т.е., для Vax Є R 1, det{Y^ ak{t ,x){io i ) 2 —
fc=2

XI} — 0 имеет корни Xj(t,x), j  = {1,..., η}, удовлетворяющие условию

ReXj(t, x) < — δ\σχ\2 (3)

для ( t,x) Є Π [0,Γ] , ό  > 0, δ не зависит от (t ,x ), j  = {Ι,.,.,η} , I  — едииичная матрица, 
\f—\ — і , а к = (α£")” і- Козффициентьі системьі (1) удовлетворяют условиям:

А) α ™ ( ί ,  x ) ,  j  =  { 0 , 1 ,  2 }  — к о м п л е к с н о з н а ч н ь їе ,  н е п р ь ір ь ів н ь їе  и  о г р а н и ч е н ь їе  ф у н к -  

Ц и и , ( t ,x) Є П[0,г];
Б) α·ν = α,γ, j  = {0,1, 2}, {ru} C {1,..., η};
Β) IaT? ( t , x ) - a r?(t,xf)\ < К(\х\-х?х\аі + \х2 -х !2\аг), V{(i, x), (t, x')} C Π [0,τ ] , α χ Є (0,1], 

су2 Є (|, 1], К  > 0 — постоянная, независящая от і,х,х!\
Г) существуют непрерьівньїе, ограниченьїе x ) , j  = {0,1,2}, удовлетворяю

щие условию В).
Определения ф.м.р. системьі (1). Ф.м.р. системи (1) назьівается матрица 

£(ί,χ·;τ,ξ), {(*,£■)> (τ ,ξ)} С П[0>Т], t > т,

такая что вектор-функция

Щ0l.z)=Jdβ I ε[ί,χ\β,η)ί{β,η)άη
τ  R 2

для любой финитной гладкой функции f ( t ,  х)  является решениям неоднородной систе-

2

dtu( t ,x )  -  ΧχdX2u {t,x)  =  '^2ak(t,x)dXlu( t ,x)  +  f ( t , x ) ,  ( t,x)  Є П(ТіГ]. (4 )
fe=0

Теорема 1. Если система (1) удовлетворяет у сл овиям  А), Б), В), то существует ф.м.р. 
£(t. х; τ, ξ), t > т. Если ещ е  вьіполняеться у сл о в и е  Г), то существует ф.м.р. с опряж енон  
системьі к  (1) ε*(ί,χ·,τ,ξ), t > т, при  з том £'(ί, х;т, £) = £*(£, х; т, £), и  имеют место 
оц енки

\δΧιε(ί,χ·,τ,ξ)\ <  Ck(t - т ) - ^  exp{-cp(i,x;r,£)}, 0  <  к  <  2,  ( 5 )

\dX2£(t, x; r, £)| < Cx(t - г)_з exp{-ορ(ί,χ;τ,ξ)}, (6)
ш 4+fc-f-CKi

\AhldXl£ ( t ,x - r ,£)I < Ck{t — t ) ~  2 \hx\ai m ax[exp{-cp(i,x* ;r,0} ,

exp{—cp(£, x; r, £)}], x* = (xx + h u x2), (7)
7-f 3ao

\Ah2dX2£(t,x]T^)\ <  C\{t — t ) ~  2 \ h 2 \a2  max[exp{—c / ? ( i ,x**;τ , ξ ) } ,

exp{—cp(i, x; τ, ξ)}], x** = (x i,x 2 + h2), (8)

где положительньїе постоянньїе с ,С к,С х зависят от δ, « і ,  a 2, sup \ak(t,x)\,T, от харак-

тера непрерь івности a2(t,x).



Ф .м .р. системьі (1) (случай слоя). Построение ф.м.р. системьі будем проводить в 
два зтапа. Сначала рассмотрим вспомагательную систему, построенную в соответствии 
с системой (1), т.е.

2

d tu ( t , x )  -  тіdX2u( t , x )  =  ^ f l . fc( i , y o , y 2 —y i ( t  ~  T))^xiu ( t , x ) ,  (9)
к=1

где (у0, у і , у 2 ,т) — параметри, t > т, (уо.УьУг) Є R 3.
Используя методику [1, 2], построим матрицу Грина (ФМРЗК) для системьі (9)

£0( t , x ] T , £ , y 0, y ( t , T ) ) , y ( t , T )  =  У2 -  y i { t  -  r ) .

Исходя из задачи Копій для (9) с началь-ньїми условиями при t  = τ, τ  > 0, построим 
ф.м.р. Д Л Я  системи, где Уо = Ті-

2

d tu ( t , x) — Х\dX2u(t ,  х )  =  Хі,У2 — Уі(^ ~  τ ) ) ^ χ ι Μ(Λ Х)· ( ^ )
к=1

Используя метод 3 .3 . Леви, будем отискивать ф.м.р. системьі (10) Zo( t , х , τ, ζ , y( t ,  τ)) 
в виде:

Z 0 (£, x ;  r ,  ξ ,  y(t ,  r ) )  =  £ ο ( ί , χ ; τ , ξ , ξ ι , ! / ( ί , τ ) ) +

J  άβ J  εο(ί,χ\β,η/,η/ι,ν(ί,τ))φ(β,τ,τ,ξ,ν(β,τ))άη = Eq + W, (11)

где матрица φ(ί ,  7 ; τ, £, y( t ,  τ)) подобрана так, чтобьі Z o ( t , x ] T , £ , y ( t , T ) )  при t  >  т, как 
функция t, x , бьіла решением системьі (10). При зтом будем предполагать, что <p(t, 7 ; τ, ξ, 
y ( t , r ) )  и φ'Χ2ψ ,Ί ] τ , ξ , υ (1 , τ ) )  — непрерьівньї как функции своих аргументов и справе-
дливьі оденки:

|ν?(ί, 'γ; -г, ξ, y(i, 7-))| < C7(i — т) ехр{—cp(i, х; т, £)}, (12)

\φ'Χ2( * η \ τ , ξ , υ ( ί , τ ) ) \  < C i ( i - r ) - ^ e x p { - c / ) ( i , a : ; r , 0 } ,  (13)
6 , tt/

|ΔΛιν>(/, 7 ; r, ξ, y(i, r))| < Ck{t -  τ ) Γ1 |/ii|Qi max[exp{—cp(f, x*; r, 0} ,

exp{-cp (i,x ;r, ξ)}], a'x < « i ,  a" = c*i — «i- (14)

Зти априорньїе ограничения будут доказаньї потом. Применяя оператор dt — х\дХ2 — 

Σ  ak( t , x , y ( t , r ) ) d кхі к Z0( i ,x ;r ,e ,y ( t ,r ) ) ,  определенной формулой (11), и используя ап

риорньїе оценки и предположения, получим относительно ψ(ί , χ ; τ , ξ ,  y( t ,  τ )) интеграль-
ное уравнение

< p(i,x ;r,£ ,y(i,r)) = K(t ,  x; r, ξ, y(t ,  r))+

I άβ Ι Κ{ί,χ\β,'Τ,ν( ί ,β))φ{β,Τ'Γ,ξ,ν{β,τ))(1%
J t J r2

2

# (i, х; τ, ξ, у (/3, т)) = { ^ [ a fc(i, x; y(t ,  т)) -  ak(t, ξ ι; y( t,  т))}}дкхі x £0(t, x; r, ξ, 6 , y(t , r)).
fc=l

В силу оценок для производньїх ε 0 ( ί , χ ; τ , ξ , ξ ! ^ ( ί , τ ) )  (див. [1, 2])

l^x!^x2^o(t, 7 ; Τ, ξ, y(t,  τ))\ < Cki(t -  т у  +2+ exp{-cp(t,x; r, £)}. (16)

при t > r, {х,£} Є R2.
Оценим K( t ,  7 ', τ , ξ ,  y(t, τ)):

2

\K(t,r ,T,£,y(t,T))\ < I 3 f l * ( i , x i ; y ( i , r ) ) - a t ( U i ; y(i,7-))]x
fc=l

^x1̂ o (t,x ;r ,^ ,^ i,y (i,r))|  < Л(< -  r) 2-1 exp{-cp)}. (17)

Будем искать <ρ(ί, 7 ; r, ξ, у(£, r)) в виде:

ОО

4>(t, 7; r, ξ, y(t , τ )) = ^  ATm(i, 7 ; r, ξ, y(t, r)) , (18)
m=l

К(ї;Г ,т,£,у( і ,т))  = K\(t, 7 ; r ,£ ,y (t ,  r)), 
t

K m ( t ,T ,T ^ , y ( t , r ) )  = j  άβ  Ι κ λ( ί ,χ \ β η · ^ { ί ,β ) ) κ τη^ι {β ,η · ,τ ,ξ ^ (β ,τ ) ) (1η .
T

Оценим членьї ряда (18)

t

\K2(t ,x ;T ^ ,y ( t , r ) )\  < Α 2 ί ----— ί ехр{-ср(£,х;/3,7)}(£ -  β)~2J [[ί-β)(β-τ)\ 2 J2

exP{ ορ{β, 7 ; τ, £)}(/? -  r ) - 2d7 = Л2Р ( у , у  ) φ ( ί  -  r ) ^  exp{-cp(t, x; τ, 0 }

(последние интегральї легко вьічисляются).
Оценка K 3(t, ,х; r, ξ, y(£, r )), K 4(t, x; r, y(i, r)) и т.д. проводится совершенно так же; 

при зтом с помощю индукции легко доказать то, что для любого ш
pm / Qi \

|Α·™(ί,7;τ,ί,!/(ί,τ))| < (19)

Из оценок (19) вьітекает равномерная и абсолютная сходимость ряда (18) при t — т > 
є  > 0 и справедливость оценки (12).

Так, как

\dX2K(t ,x- ,T,£,y( t , r ) ) \  < Ci(t  -  т) exp{—cp(t,  x; r, ξ)} (20)



-dX2K{t, х ; τ, ξ, j/(i, r)) = % K(t ,  x ; r, ξ, y(i, r)), dX2K 2( t , x; r, ξ, j/(i, r)) =
t+r

2

/  dX2K(t ,  x ; β , 7 ,  y(£, /3) ) # ( β ,  7 ;  r, ξ, y(i, τ ) ) α ! 7 +

r Л2
ti dfl  I K(t, x; /3,7 , ?y(f, β ) )θ ΐ2Κ (β ,  7 ;  r, ξ, ?y(£, τ ))< * 7 ,

l±r fj2

\ϋΧ2Ι<2( ί , χ ; τ , ξ , ν ( ί , τ ) )\  = \дь К 2(і,х-,т^,у(і,т))\ < C2{t -  т)~ 2 X

exp{-c/?(i, .τ; r, ξ ) } β (| ;  y  ) (^ ) ,  (21)

то по индукции для любого m, получим

mo -9  p m  (  N
|ci*2/ ^ m ( i , x ; r , i , y ( i , r ) ) |  <  C ^ ( t  т)ГГ̂ — е х р { - с р } - ^ ф ~ ( - ) т- 1. (22 )

В силу оцснок (20)-(22) ряд Σ  dX2K m(t, х; τ, ξ, y( t ,  т)) сходится равномерно и абсо-
т = 1

лютно при t -  т > є  > 0 , позтому φ'Χ2( ί , χ ; τ , ξ , ν ( ί , τ ) )  = £  dX2K m( t ,x -T ^ , y{ t , r ) )  не-
m=1

прерьівна по t , х, при t — т > є  > 0 справедлива оценка (13).
Оценка (14) доказьівается, как в параболическом случае [3, с. 30-31]. Поскольку

t  +  T  
2

dX2W =  / άβ J  dX2£0(t, x; /3, 7 , 7 i, y(i, β) )φ(β ,  7 ; r, ξ, y(t , τ) )άη+
R2

t

/  ^  /  £0(*, x·; /3, 7, ϋ/(ί, β))φ'Ί2(β, 7; r, ξ, y(i, τ) )άη,
1±т Я2

9  — α· ι

то |3X2VK| < С х ^ - т )  “ Г1 ехр{—cp (i,x ;τ,ξ)}.
Заметим, что существование <9̂  И7, д ХІ W, dtW доказьівается аналогично, как в па

раболическом случае [3, с. 30-31], отсюуда имеем

\<%2Ζο(. ί ,χ ;τ ,ξ ,υ ( ί ,  r))| < Ck(t -  т )~ ^  ехр{—cp(i, х; т, £)}. (23)

Следует отметить, что старшьіе производньїе Z0(t,, х; τ, ξ, y( t ,  т)) удовлетворяют ус
ловию Гельдера по х\.

Теперь виберем в качестве вспомогательной систему (10). Ф.м.р. системьі (1) будем 
искать в виде

t

я2

Ф(/3,7 ; τ, ξ)άΎ = Z0(t , x; r, ξ, ξ(ί ,  τ) )  + V. (24)

Подберем матрицу Φ ( ί , χ ; τ , ξ )  так, чтобьі £ ( ί,χ ;τ ,ξ ) , как функция t и х, бьіла при 
t > т решением системьі (1). При зтом будем предполагать, что Φ (ί,χ ;τ ,ξ) при t > т 
являзться непрерьівной функцией своих аргументов, и для нее справедливьі оценки

|Φ(ί,χ;τ,ξ)| < C(t -  т ) - ^ 2 ехр{—cp(i,х; τ,ξ)} ,  (25)

, 6—Зло
\ΑΗ2Φ(ί, X-, τ, ξ)\ < C\h2\a2(t -  т)~ 2 max[exp{—cp(i, х; τ, ξ)},

ехр{-ср(£,х**;т, ξ)}], e*2 < α2, «2 = «2 -  α2· (2б)

Зти априорньїе оценки будут доказаньї потом. Применим оператор dt — х\дХ2 —
2

Σ  ak(t ,x)d*l к ε ( ί ,χ · , τ , ξ ) ,  определенной формулой (24), используя априорньїе предпо- 
fc=0
ложения и оценки (23), получим отпосительно Φ (ί,χ ;τ, ξ) иитегральное уравненне

t

Φ(ί, х; τ , ξ )  = K  (t, x; r, ξ) + j  άβ j K  (t, x; β, 7 , )Φ(/3, 7 ; τ ,ξ )άη .
T І?2

2
Κ ( ί , χ · τ , ξ )  = Y^[ak{t,x) -  α ^ ί , χ 1·,ξ{ί ,τ))]δ^Ζ0( ί ,χ · , τ , ξ , ξ ( ί , τ ) )+  

k=1
CL()(t, x)Zo(t, Xj Τ’, £(̂ i t-)).

В силу оценок (23) и сделаньїх предложений

|^(i,x ;r,O I < C i(i -  r ) · ^ 2 e x p { -cp (i,x ;r ,0 }, (27)
OO

Φ (ί,7 ;τ ,0  = Σ  Κ τη{ί,Τ,τ,ξ), (28)
771= 1

Κ ι{ ί , χ ; τ , ξ )  = Κ{ί,χ·,τ ,ξ) ,  
t

K m(t, 7 ; r, ξ) = J άβ j ^<ι{ί,χ·,βη)Κτη- 1(β ,η · τ , ξ )άη .
T

Оценим членьї ряда (28). Поскольку

гі/3 [  [(t -  /3)(/3 -  г )]- -̂ ^ 2 ехр{-с/з(^,х;/3,7)}х
JR2

За
(ί -  /З) -2 ехр{—ср(/3,7 ; г, ξ)}(/3 - τ ) ~ 2ά7 < Α2β ( - ^ ,  - ^ ) х

(^ ) ( ί  -  exp{—cp(i, x; r, ξ)}, ί > τ, (29)

Κ2(ί,χ;τ,ξ)| < Λι J



то, как и в предьідущем случае, по индукции найдем

Л m p m /Зо2 \
i r r  /  . . ч , 1  І 0  ) З т а о  —6

\Кт(і,х]т^)\ < _ г з̂ —  (t -  т) 2 exp{-cp(i,x ;r,£ )} . (ЗО)

Из оценок (ЗО) ньітекает равномерная и абсолютная сходимость ряда (28) при t — т > 
є  > 0 и справедливость для Φ (ί,χ;τ,£) априорной оценки (25).

Установим справедливость неравенства (26). При (t -  т )3/2 < \х2 -  х2*\ = \h2\ оно 
следует из (25). Позтому рассмотрим случай \х2 — х2*\ < (t — r )3/2.

2  2

ІΔ ^ 2Α ' ( ί ,  x,  r ,  ξ)| <  'У  ̂ I Ah2dk(t, x)\\dXlZ 0 (t, x] r ,  £, y (£ , r ) ) |  +  У  |Qfc(i, x )  — 
k= і fc=1

α*(ί, Χι,ξ( ί ,  r))\\Ah2d^Z 0(t, x ; τ, ξ, ξ(ί, r))| + |α0(ί, χ)||ΔΛ2Ζ0(ί, τ; r, ξ, y(i, r)| +

\ΑΗ2α0(ΐ,,χ)\\Ζ0(ί ,χ·,τ,ξ ,ξ{ί ,τ)\ < M[\h2\a2(t — r ) -3 + |.x2 — £2+

6 (* -  г ) Г  Ν ( ί  -  r )”9/2 + Ih2\(t -  t) - 7' 2 + \h2r ( t  -  r ) - 3]x

e x p x ; r, 0 } < |Λ·2Γ'2'(£ -  r )-(6- 3<)/2 exp{-cp(i, x; r, 0 }· (31)

При проведений последних оценок членьї вида Δ Λ252ι Ζ0( ί,χ ;τ , ξ ,ξ ( ί ,τ ) )  представ
лялись по теореме о среднем, а затем оценивались. Все время использовалось злемен- 
тарное нєравєнство; при \х2 — х'2\ < (t — т )3/2 и — 1 < Θ < 1, —1 | ІЖ2~^+(ді+€і)(2(<-г))-1| <
І ■ < - 2 - 0  +  ( · ΐ : ι + ξ ι ) ( 2 ( ^ - τ ) ) - 1 * а  Х 2 - Х ’2 і ^  | χ 2 - ξ 2 +  ( χ ι + ξ ι ) ( 2 ( < - τ ) ) - 1 | ,

1 ( t - τ ) 3 / 2  ^  U  -  ( t - τ ) 3 / 2  Г  1 ·

С помощью оценок (25), (31) оценим Δ Λ2Φ (ί,χ ;τ ,ξ):

t

ΔΗ2Φ(ί,χ·,τ,ξ) = ΑΗ2Κ ( ί , χ · τ , ξ ) +  J  άβ  j  ΑΗ2Κ ( ί , χ · , β ,Ί)Φ ^ ,χ · τ , ξ )άΊ .
r  Я 2

Оценим второе слагаемое:

t г-|/і2|2/3 t
у  άβ  J  |Δ/ΐ2ΛΓ(ί,χ;/3,7)||Φ(ί,2;;τ ,0Μ7 = /  + /  - л  + „ .
т Я T t-|M2/3

в интеграле І\ τ  < β  < t — \h2\2/3, т.е. t — β  > \h2\2̂ 3, позтому, применив оценку (31), 
получим

h  < C(t -  т) ( ' 2 2> \h2\a'2 ехр{—ср(£, х; τ, ξ)}. (32)

Оценим /2:

У |A '(i,a :;/3 ,7 )IW ,7 ;r,0M 7+  /  άβ J  \K(t,x**; β,^)\ x |Φ(/3,7 ; r,^)|rf7 ,
r - | / i 2 | 2 / 3 я 2 t _ | / , 2 | 2 / 3  R 2

используя оценки (25), (27), получим

t

З а о  —6 І  3 c*q ~  1
h < C { t - r )  2 ехр{—cp(i, х; т, £)} J  (t -  β) 2 άβ <

т-|/і2І2/3

C(t -  r ) ~ ^ \ h 2\a2 exp{-cp(i,x ;r,£ )} . (33)

Из неравенств (32), (33) получаем (26). Аналогично установим:

|ΔΛιΦ(ί,®;τ,ξ)| < C(t -  T)~^~\hi\ai exp{-cp(t . ,x;r ,£)}.  (34)

Матрица Φ (ί,χ ;τ, f) при t > τ  непрерьівна по своим аргументам, удовлетворяет 
оценкам (25), (26), позтому приведенньїе вьіше построения законченьї. Так, как

t

δΧιν(ί,χ·,τ,ξ) = J  άβ J  θχ1Ζ0{ί,χ·,β,Τ,Ί(ί,β))Φ{β,Τ,τ,ξ)άΊ,
τ  R 2

t  +  T  
2

d 2xlV(t,x ; r , 0 = J  W  J  <%1Ζ0( ί . χ · β ,ΎΜΐ,β ) )* (β ,Ύ ,τ ,Ο<1Ί+
r  R 2

t

J  άβ J  δ 2ΧιΖ0( ί , χ · ,β , τ ,Ί ^ ,β ) ) [Φ (β , τ , τ , ξ )  - Φ ( β , χ 1]χ(ί,β)·,τ,ξ)\ά'γ+
t±T R2

2

t

J  Φ (β ,χ1· ,χ ( ί , β ) ; τ , ξ ) ά β δ2Χι J  Zo(t,a:;/3,7;7(i,/3))d7· (35)

ТО

t±r R2
2

t  +  T
2

δΧ2ν{ί,χ·,τ,ξ) = J  άβ J  δΧ2Ζ0(ί,χ;β,Ί·,7{ί,β))Φ{β,Ί]τ,ΟάΊ+
τ  R 2

j  άβ j  dX2Z0( t , .τ; β, 7; 7(t, β))Μβ, T, r, 0  - Φ(β, β); r, 0]̂ 7+
t±r R2

2

t
j  Λβ 1 {дп I  Z0(t , x; r, 7 ; 7 (ί, β ) )άη2)Φ(β, 7 ι; χ(ί, β )\τ ,ξ )άηλ

i i i  Я 1 Д 1
2

При доказательстве последней формульї используем, что

|ax2Z0(i, х; г , ξ, у2 -  У!(i -  r)) -  ai 2Z0(i, χ· ,τ , ξ ,ν2 — У і (ί — τ))| < 

СІУ2 -  У2 Г 2 ^  -  r ) “7/2exp{-cp},



/
R1

&Х2 ̂ оі^і X, βι  7) y(t·) /3))\у2=Х2— Xl(t — β)ά^2 — О,

дх2 J ZQ{t, ж; β, 7 ; y{t, /?))с?72 = J [dX2Z0(t, χ· β, 7 ; y(t ,  β ) ) -
R 1 R 1

dX2Z0(t,x; β,η/·ν (ί,, β))\υ2= X 2 —X \ ( t — β )\ < 1 · Ί 2 ·

Из оценок матрицьі Грина Ζ0( ί , χ ; τ , ξ ; ξ ( ί ,  β ))  и формул (35), (36) получим оценки 
для д Х2 V. д ксі V, 0 < к < 2, которьіе показьівают, что главной частью матрицьі £(t, х: т, ξ)
ПО ПОРЯДКУ ОСОбеННОСТИ ЯВЛЯЄТСЯ Z0(t,X]T, ξ' , ξ( ί ,β)) .

Отметим, что аналогично можно построить ф.м.р. сопряженной системьі к (1) [3 , с. 
91]. Используя формулу Грина-Остроградского, получим ряд свойств ф.м.р. системи
(1), в частности, формулу свертки и свойство нормальности.
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measures on a compactum is a free object over this compactum in the category of (strongly) 
semiconvex coinpacta.

I n t r o d u c t i o n

It has been known for a long that the space PX  of probability measures on a compact 
Hausdorff space X with the weak* topology is a convex compactum,, i.e. it can be embedded 
into a locally convex topological vector space as a compact convex set. Moreover, it is a f re e  
convex compac tum  [3] o v e r  X , i.e. it contains X as a closed subspace so that each continuous 
mapping from X to a convex compactum K  can be uniquely extended to an affine continuous 
mapping from PX  to K.

Some applications require the class of convex compacta to be extended to the class of 
so-called s em iconvex  compacta  [8]. The goal of this work is to show that free semiconvex 
compacta can also be obtained as spaces of special measures, which we call atomized.

We use the following terminology and denotations : I  = [0,1] is a unit s e gm en t , R+ = 
[0; +00), R+ = (0; +00), Q+ = Q П (0; +00). A c ompac tum  is a (not necessarily metrizable) 
(bi)compact Hausdorff topological space.

For basic definitions and facts of the category theory cf. [7]. The ca t ego ry  o f  Tychono f f  
spaces  7ych and the ca t e go ry  o f  c ompacta  Comp consist of all Tychonoff spaces and all 
compact Hausdorff spaces, respectively, and their continuous maps.
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1 A t o m i z e d  m e a s u r e s

In the sequel X is a compactum, ExpX is the collection of all closed subsets of X, 
and expX = ExpX \ {0 }. Each regular real-valued additive measure on X is uniquely 
determined by its values on closed subsets of X, hence the following is equivalent to the usual 
definition:

Definition. A func t ion  m  : Exp X ч  I  is a regular additive measure on X if, fo r all
А, В Є Exp X:

(1) m (0 )  = 0 ;
(2) A C  В implies m,(A) ^  rri(B) (monotonicity);
(3) in (A U B) + m(A П B) = m(A) + m (B )  (a p r o p e r t y  whi ch is equivalent to  additivity);
(4) for each f i l t ered subco l l e c t i on  A C  ExpX, th e  equa li t y  m (f] A) = inf AeAm(A) 

(r-smoothness, which is equivalent to ou t e r  regular i ty) is valid.

Obviously (1), (2) imply m(ExpX) C  R+. From now on all measures are considered 
regular. For a closed subset X0 C X and a measure m  on X, the restriction of m  to ExpX0 
is a measure as well, and it is denoted by rn\x0 for brevity.

We denote \m\ = m(X).  If \m\ = 1 (\m\ ^ 1), then the measure m  is normalized or 
a probability measure  (resp. a subnormalized measure) .  We denote by PX  the set of all 
measures on X , and PX  and P_X are its subsets that consist of all normalized and all 
subnormalized measures respectively. The three sets PX  C  P_X C  PX  are considered with 
the weak* topologies [3]. Recall that PX  and PX  are compacta, and PX  is not compact, 
but it is a Tychonoff space.

For each continuous mapping of compacta / : X —> Y and a measure m  on X , the set 
function m' : ExpF -* R, m'(B)  = m ( f~ l (B)) , for all В  C Y, is a measure on У as well.

cl_
We denote m ' by P f ( m )  and obtain a mapping P f  : PX  —> PY,  which is continuous. Thus 
a functor (7] P  : Comp —> 7ych is obtained. Since m' is normalized (subnormalized) whenever 
rn belongs to the respective class, we have subfunctors P  : Comp —» Comp, P  : Comp —> Comp 
of P. The functor P  is the famous probability measure  f u n c t o r  [3].

A measure m  on a compactum X is purely  a tomic  if there is a finite or countable sequence 
(хг.Рі)ге і in X x (0, +oo) such that, for each А Є Exp X, m(A) is equal to Σ{Ρί  I * € X, Xj Є 
A}. This implies that Σί^τΡ ί  is finite, and it is equal to 1 (is not greater that 1) if and only 
if m  is normalized (resp. subnormalized). The points xt are called atoms  of the measure m,  
and pi are their masses . Recall that the Dirac measure  δχ concentrated in x Є X is the set 
function

Ш )  =  1 1 ' ХЄ, А ' л  є  E x p * .
[0, x £ A,

Then we can write m  = ΣίςχΡ^χί·  The latter definitions of atoms and purely atomic 
measures differ from the usual ones for arbitrary measure spaces, but agree with them for 
regular measures on compacta.

Now assume that we want to count all atoms of a purely atomic measure m  separately, i.e. 
the measure of a closed set A C  X is a finite or countable list (determined up to permutation)

of the masses of all atoms that are in A. We even allow for a finite or countable set of atoms 
to coexist in one point, provided the sum of their masses is finite, i.e. atoms of m  can be 
split. The obtained set function is called a purely atomized measure.

The subsets of all purely atomic measures are not closed in either of the three spaces 
PX, P_X, P X , if X is infinite. Moreover, it is easy to show that they are dense. Therefore 
in this case natural attempts to determine a compact Hausdorff topology on the sets of all 
normalized or subnormalized purely atomized measures fail. These sets are to be enriched 
by “missing” limits of nets. A simpler approach is to assume that our measure can have 
a purely atomized part and a non-atomized part which is an ordinary regular measure on 
X . The latter one can have its own atoms, but they are not counted separately, just go into 
a “common sum”. Thus we obtain what we call a weakly atomized measure. Another (more 
complicated) way is to consider non-atomized part in more detail (to say, “atomize” it a little 
as well), and it leads to atomized measures.

To properly define our measures, we first define sets, which will be their codomains. 
Let us start with measures with finite numbers of atoms. We denote by S  the quotient
set of the disjoint union U^Lo(^’ +°°)n w.r.t. the equivalence relation that identifies finite
sequences of positive numbers if they coincide up to permutation. The equivalence class 
of (Лі, Л2, . . . ,  A„) is denoted by [Ab A2, . . . , An], and |[Ab λ2, . . . ,  An]| = Ax + A2 + · · · + An. 
Observe that <5 is an Abelian monoid with a unit [1], if a multiplication is defined as follows:

[λι, λ2, · · ·, Am] · [μ ,̂ μ2, · · · , μ«] [Αι/Χι, λ ιμ 2, . . . ,  Am în]

(all m n  pairwise products at the right side). Since |λ · μ| = |λ| · |μ| for all λ, μ Є S, the sets

S  = {А Є S  I |A| = 1} and S  = {А є  S  \ |A| < 1}

are submonoids of S.
We also define an addition on <S by the formula:

[Ai, A2, . . . ,  Am] -f- [μι, μ2, . . .  , μη] [Αχ, Α2, . . . , Xm, μι, μ2, . . .  , μη],

making it an Abelian monoid with a unit [] (the equivalence class of the empty sequence). 
Since “·” distributes over “+”, (S, +, ·) is an Abelian semiring [5].

Three partial orders naturally arise on S  (and hence on S  and S):
(1) for A, μ Є iS, A ^  μ if A = [μι, μ2, . · ·, μ?η] > A* = [α̂ ι > A* 2> · · · 11̂ т·, І^т+1, · ■ ■ ι μη], τη ^ τι,
(2) for Α, μ Є <S, λ|μ (A divides μ) if μ = λ · υ for some и Є S;
(3) for λ, μ Є S,  А -< μ (μ is a r e f in ement  of A) if A = [Αχ, λ2, . . . ,  Am], μ  = [μχ, μ2, . . . , μη],

m  ^  η, and there is a surjection σ  : {1, 2, . . . , η )  —>· {1, 2, . . . ,  τη} such that A, = Σσϋ)=ί Iі з
for all 1 ^  i ^  m.

Observe that (5, ^ ) is a lattice and a complete lower semilattice, and a function m  : 
Exp A” —>■ S  such that:

( i)  m (0 ) = [];
(2) A C В  implies rn(A) ^  rn(B);
(3) m(A  U В)  + m(A Π B) — m(A) + m(B ) ;
(4) m(P| A) = inїАеЛт(А) for each filtered subcollection A C  ExpX;



is precisely a purely atomized measure with a finite number of atoms. We call m normalized 
(subnormalized) if |m(AT)| = 1 (\m(X)\ ^  1 respectively).

We denote by S a the set of all measures on I  such that their restrictions to [c, 1] are purely 
atomic for all 0 < c ^ 1, and the masses of each such c are multiples of c (probably are equal 
to 0). It is an easy exercise to show that S a is closed in PI.  Let elements Α, μ of P I  be 
multiplied as follows: Χ·μ = Ρ(·)(λ® μ), where Α<8>μ Є P ( I  x I) is the product measure [11], 
and · : / x / —> I  is the multiplication of reals. Then P I  is an Abelian Tychonoff topological 
monoid, P I  and P I  are its compact Hausdorff submonoids [11]. Assume Α, μ Є S a, then

A = Χίδχί + <t̂ o, Xi > 0 for all і Є X, A* < oo,
ІЄХ i£l

and μ = ^  μί δμί + βδ0, μ3 > 0 for all j  Є J , ^  μ3 < oo.
j&J j£J

It is straightforward to verify that

A · μ  = λίμ^δ\ίμί + ( α β  + Aj · β  + α  · μ^δο  Є <S ,
iex,jej ieX j e j

therefore S a C P I  is a closed submonoid.
The intersections

<Sa = S a П P I  = {А є S a I IA| = 1} and S a = S a П P I  = {X є  S a | |A| ^  1}

are compact Hausdorff topological monoids.
It is easy to see that <S° is closed under the “argumentwise” addition of measures, thus 

(5°,+ ,·) is an Abelian Tychonoff topological semiring. It is also a lattice and a complete 
lower semilattice w.r.t. obvious comparison.

For all A = [Ai,. . . ,  Am] Є S,  the measure ia(A) = Χ ί δ is in S a, and the mapping 
ia : S  —У S a preserves multiplication, zero and unit, |. . .  |, pairwise suprema and arbitrary 
infima. It restrictions provide similar embeddings S  —> S a and <5 —> S a. Thus we consider 
<S, <S, and S  as submonoids of S a, S a, and S a respectively.

Thus we arrive at a required

Definition. A func t ion m  : ExpX —> S a such that:
(1) m ( 0 )  = 0 ;
(2) A C В implies m(A) ^ m (B ) ;
(3) m(A U B )+  m,(A П B) = m(A) + m (B ) ;
(4) m(p| A) = infАєлт (А) for each f i l t ered subco l l e c t i on  A C ExpX ;

is cal led a weakly atomized measure. I f  m (X ) (0) = 0 ( h en c e  m(A)(0) = 0 for all А Є Exp X), 
then w e  call m  purely atomized. A func t ion  m  is normalized (subnormalized) if\m(X)\ = 1 
(\m(X)I ^ 1 r e sp e c t i v e l y ) .  The  c o r r e sp ond en c e  m n : A i—> m(A)(0) is cal l ed  th e  non
atomized part o f  m,, and m.a : A i—>· m,(A) — m,n(A)S0 is th e  purely atomized part o f  m,.

Such m  is of the following form: there is a real-valued measure m0 on X and a finite 
or countable sequence (хі,Рі)ієі in X x 1R+ such that, for each А Є ExpX, m(A) is equal

to Σ {ρ ίδΡί І і Є X, Xi Є A} + τη0(Α)δ0. Then m a send each A to Σ { ρ ίδΡί \ і Є X, хг Є A} 
(and is purely atomized indeed), and m n = m0, hence the non-atomized part is a regular 
real-valued measure.

We identify such a weakly atomized measure m  : Exp X —> S  with the following real
valued measure m  Є P(X  x I):

rh(B) = ^~2{Pi И є (x i,Pi) Є В} + m 0(p r i (B  Π (X x {0}))), В Є Ехр(Х x І).

It is a unique real-valued measure m!  Є P(X  x I) such that m'(A x F) = m(A)(F)  for all 
А Є Exp X, F  Є Exp I. The set P <LX of measures m  for all weakly atomized measures m  on 
X consists of all real-valued measures on X x I  which are purely atomic outside of X x {0}, 
and masses in all (x ,p ) Є X x (0; 1] are multiples of μ. The subset P aX C P(X  x I)  is closed, 
as well as the analogous subsets P aX C P_(X x I) and P aX C P(X  x I) that correspond to 
subnormalized and normalized atomized measures.

By observing that, for each continuous mapping of compacta / : X -> Y, the inclusions 
P ( f  x h ) ( P aX) C P aY , P ( f  x h ) ( P aX)  C P aY, and P{ f  x 17)(Ρ αΑΓ) C P aY are valid, we 
obtain subfunctors P a : Comp —> 7ych, P a : Comp —> Comp, and P a : Comp —> Comp, of the 
functors P ( — x I) : Comp —> 7ych, P ( — x I) : Comp Comp, and P ( — x I) : Comp —> Comp. 
We call them the f u n c t o r  o f  weakly atomized measures , the f u n c t o r  o f  subnormalized weakly 
atomized measures ,  and the f u n c t o r  o f  normalized weakly atomized measures,  respectively.

To proceed, we recall that the Bohr  compact i f i cat ion  [6] of the multiplicative group 
of positive reals is a compact Hausdorff Abelian topological group (bohr  I R + , ·), together 
with a continuous homomorphism : R+ —> bohrM.+ , such that, for each continuous 
homomorphism / : R+ —> G into a compact Hausdorff Abelian topological group, there is 
a unique continuous homomorphism bohr f  : ЬоЬгШ+ —> G such that bohr f  o 6R+ = /. The 
image 6R+(M+) is dense in b o h r l l+. Moreover, it is not difficult to prove the following:

Lemma 1.1. For all у Є boh rR+, th e r e  is a n e t  (np) in N su ch  that  (n0) —> +oo, 
Ь&+(пр) —> g.

By I b we denote the subset

{(t,bR+(t)) I t Є (0; 1]} U ({0} x boh rR+)

of the compact Hausdorff Abelian monoid I  x bohr R+. Obviously I b is closed, hence is a com
pact Hausdorff Abelian monoid as well. Similarly to the above, we make P ( I b) a Tychonoff 
Abelian monoid by putting

A · μ = Ρ(·)(Χ <8> μ), for Α, μ Є Р ( І Ь)·

Let S b be the set of all real-valued measures on I b that are purely atomic outside of {0} x 
bohrM.+ , and masses of all (t,g), t Є (0; 1], are multiples of t. Then S  C P{Ib) is a closed 
submonoid, and the intersections S b = S b П P(/b), S b = S  П P ( I b) are compact Hausdorff 
Abelian monoids. An embedding ib : S  -* S b is determined by the formula: for all Λ = 
[Ab . . . ,A m] Є S, ib{X) = T,?=iXiS(\i,bR+(Xi))· Its restrictions provide embeddings S  ->· 
and S  —> S b. The restriction pba of P p r x : P ( I  x boh rR +) -»  P I  to S  is a surjective 
homomorphism onto S a, and its restrictions map S b onto S a and S b onto S a.



Lemma 1.2. The s e t  S  is d en s e  bo th  in S a and S b.

Proo f  is straightforward.
Since S b is an Abelian semiring, a lattice and a complete lower semilattice, we use it 

the same way as S'* and suggest:

Definition. A func t ion  m  : ExpX —> S b such  that:
(1) m ( 0 ) = 0;
(2) A C  В impli es  m(A ) ^  m (B ) ;
(3) m,(A U В) + m(A П B)  = m(A) + m (B ) ;
(4) m ( f ]A )  = infАел'т(А) for  each  f i l t er ed subco l l e c t i on  A C  ExpX ;

is cal led  an atomized measure. I f  m(X)({0} x bohrM.+ ) = 0 (h en c e  т(Л)({0} x boh rR+) =
0 fo r  all А Є ExpX), then w e  call m, purely atomized. A func t ion  m, is normalized
(subnormalized) i f  \m(X)\ = 1 (\m(X)\ ^ 1 r e sp e c t i v e l y ) .  The  c o r r e s p ond en c e  m n : A h-> 
?u(A)I({o}xbohrr+) JS cal l ed  th e  non-atomized part o f  rn, and m a = rn — m n is th e  purely 
atomized part o f  m.

Note that the non-atomized part m n is not a real-valued measure, but a measure with 
values in the space of real-valued measures on a compact Hausdorff group, namely on {0} x
bohr R+.

We identify again each atomized measure m  on a compactum X with a unique real-valued 
measure m  on X x I b such that rh(A x F) = m,(A)(F) for all А Є ExpX, F  Є Exp/6. The 
set P h X of all such m consists of all measures on X x I b c X x I x  bohr R+ that are purely 
atomic outside of X x {0} x bohr 1R+, and masses of all (x , t , g ), t > 0, are multiples of t. 
The compact Hausdorff subspaces Ґ ’Х of all subnormalized atomized measures and P bX 
of all normalized atomized measures, as well as the fu n c t o r s  P  : Comp —» 7ych o f  atomized 
measures , P 6 : Comp —> Comp o f  subnormalized atomized measures,  and P b : Comp —> Comp 
o f  normalized atomized measures  are defined obviously.

Reasons to introduce such a complicated notion of atomized measure (comparing to the 
definition of weakly atomized measure) will be clarified in the next sections.

2 S emiconvex compacta 

First recall some definitions and facts from [8|.
Let A" be a convex compactum  (i.e. a convex compact set in a locally convex topological 

vector space) and c(x, y, A) = Ax + (1 -  A)y, for all x, у  Є X, А Є I, i.e. c is a pairwise convex 
combination. For the sake of brevity we will write A(x, y)  instead of c(x, y, A). The ternary 
operation c\ X x X x I ^ X  satisfies the following properties:

(1) for all x, у  Є X, А Є I  : А(х, у) = (1 — λ ) (у ,х)  ( commuta t iv e  law)·,
(2) for all x, y, z Є X, λ, μ, v  Є I, A -(- μ  + u = 1, μ  φ  0 :

λ(ζ , —j - г (У, z)) = (λ + μ)(— (x, y),  z)
/ І Т  А А /і

( assoc iat ive law)]

(3) for all x, у  Є X : l(x , у)  = x;
(4) each neighborhood U of the diagonal Δχ = {(x,x) | x Є X} in X x X contains 

a neighborhood В  of Αχ such that (x, y) , (z, t) Є В, А Є I  implies (A(x, z), A (y, t)) Є В ;
(5) А(х,х) = х for all х Є X and А Є I  (absence  o f  loops).
In the presence of (1)—(3), the property (4) provides local convexity  and is equivalent to 

the following :
(4’) the topology on X is generated by a family of pseudometrics (dn)n€A such that

x,y ,  z , t  Є X, є  > 0, а  Є A, da (x, y) < ε, da (z, t) < ε, X Є I  implies da (A(x, z), A(y, t)) < ε.

R em ark . I f  p s eu d om e t r i c s  da , dp sat is f y  (4)', then  th e  express ion ma x{dn (x, y) , άβ(χ, у)} is 
also a p seudomet r i c ,  whi ch satisRes (4’). There fo r e  w e  can a ssume that th e  family  (с?а )аЄ_д 
is d i r e c t ed  and ev en  sa tu ra ted  [2].

Results of Swirszcz [10] imply that any compactum X with an operation c  that satisfies 
(l)-(5 ) can be embedded as a convex compact set into a locally convex topological vcctor 
space so that c is a pairwise convex combination. In particular, the hyperspace сс K,  of all 
non-empty convex closed subsets of a convex compactum K  with the Vietoris topology [11), 
with the operation c  defined as c(A, B, A) = {λα-f (1 — X)b | а Є A,b Є B}, for all А, В  Є сс K , 
X Є I, satisfies (l)-(5 ) and is a convex compactum as well.

Unfortunately, if we use the latter formula to define combinations of elements of the 
hyperspace exp K  of all closed non-empty subsets of a convex compactum K , only properties 
(1)—(4), but not (5), are valid, hence exp K  does not become a convex compactum this way. 
There are a lot of similar examples, involving, e.g., convolutions of measures, such that (5) 
fails. Therefore we will relax the requirements to cover such structures.

A semiconvex  compac tum  is a compactum X with a continuous ternary operation c  : 
X x X x I  —> X (we usually call it s emiconvex combination  and write A(x, y)  instead of 
c(x, у , A)) such that (l)-(4 ) are valid. In the sequel we assume that a family of pseudoinetrics 
(da )aeA on X , whose existence is assured by (4’), is fixed and saturated for each particular X .

Extend the notion of semiconvex combination onto finite number of elements of X . Let 
Αχ,. . . ,  An ^  0, Αχ -|- · · · -f- Xn = 1 and x j , . . .  ,x'n Є X> then

xi, if X\ = 1;

.Ai(xi, ( γ ζ ^ , . . . , ϊζ^ )(·χ2, · · ·, *n)), if λ ι φ  1.

If arguments  x1; . . .  ,xn of semiconvex combination are permutted simultaneously with 
the respective co e f f i c i ent s  Ai , . . . ,  A„, the value of semiconvex combination does not change. 
We can also drop arguments that correspond to zero coefficients. We call a subset of X 
s em i conv ex  if it is closed under semiconvex combinations.

By continuity semiconvex combinations are naturally defined also for countable  numbers 
of elements. Let x, Є X, Хі Є I, і = 1, 2 , . . . ,  be such that J^ S i = 1- Then the sequence 
(Ai, . . . , An_i, 1 — Ai — · · · — An_i ) (x i , . . . , xn), n  Є N, has a limit, which we regard as 
the value of (Ab A2, . . .  )(xi, x2, · · · )· This value is continuous w.r.t. (xb x2, . . . )  Є X N for 
a fixed (Ai, A2, . . . ) .



The constructed in the previous section monoid S  naturally acts on X :

[Λi , . . . ,  An]x (Αχ, . . . ,  An) ( x , . . . ,  x ) , x G X, [Αχ, . . . ,  An] Є <S,

and all correspondences x sx, for s  Є S, are non-expanding w.r.t. all pseudometrics da .
For А Є expX and s = [Αχ,. . . ,  An] Є S , we write sA = {sx | x Є A} and s * A = 

{(Ai, . . . ,  Αη)(χχ,. . . ,  xn) I x \ , . . . ,x n Є A}, and obtain two actions of S  on expX. If A is 
semiconvex, then so are sA and s  * A.

For any subset A C  X the set

Sj4 = {s*,4|sG<S} = {(Ai, . . . ,  Α„)(χχ,. . . ,  xn) | Χχ, . . . ,  xn є A, 
n  Є Ν, Αχ,. . . ,  Xn Є I, Ai + · · · + An = 1}

is a least semiconvex subset in X that contains A. It is called the s emiconvex  hull of A. 
Its closure is a least c lo s ed  semiconvex subset in X that contains A, and therefore is called 
the c lo s ed  semic onvex hull of A. In particular, Cl(<S{a}) is a least closed semiconvex set that 
contains а Є X.

A mapping f  : X —> Y between semiconvex compacta is called affine if it preserves 
semiconvex combinations, i.e. /(λ(χχ,χ2)) = Α(/(χχ),/(x2)) whenever χχ,χ2 Є X, X Є I.

For the reader’s convenience, until the end of this section we reproduce several statements 
from [8], in particular because of changes in notation.

Lemma 2 .1 . Let а Є X , A = Cl(<S{a}), then P| sA is a unique minimal w.r.t. inc lusion
seS

c lo s ed  s em i conv ex  subs e t  В  C  A.

Proof. By Zorn Lemma such a minimal subset В  exists. Since, for any s  Є S,  the set sB  C  В  
is also closed and semiconvex, we obtain sB  =  B. Then В  C  A, В  =  sB  C  sA implies 
B e  P| sA = A0, and the latter set is closed, semiconvex, and satisfies A0 = sA0 for ah

s  є  S.
Let x Є Α), ε > 0, а  Є A, b Є В. Since В  С Cl(<S{a}), there is s' Є S  such that 

da (b, s'a) ^  ε/2. Choose у Є A0 such that x = s'y. There is s" Є S  such that da (y, s"o) ^ 
є/2. By non-expansion, obtain da (x,s 's"a) = da (s'y, s's"a) ^  ε/2, da (s"b, s's"a) ^  ε/2. 
Then da (x,s"b) ^ ε/2 + ε/2 = ε, s"b Є В , therefore da (x ,B)  ^  ε, which implies x Є В. 
Thus В = P| sA. □

seS

Due to the above lemma, for all s  Є S, the correspondence В  —» В  that takes each b to sb 
is a non-expanding surjection w.r.t. all pseudometrics da , a  Є A. Since any non-expanding 
surjection of a metric compactum onto itself is an isometry, for all a, b e X , s e S , a e A ,  
we have da (sa, sb) = dQ(a, b).

Lemma 2.2. The s e t  В  = p| sA cons is t s  o f  a s in g le  point .
sGS

Proof. Putting λ((χ·, y), (z, t)) = (λ(χ, z), X(y, t)), for all (x, y) , (z, t)  Є В  x В, X Є I, we turn 
В х В  into a semiconvex compactum. For х ,у  Є В,  let (х —> у) = Cl(<S{(x, у)}) С В  х В. 
Since 5{х} and <S{?/} are dense in the compactum В , prj((x —>■ у ) )  = pr2((x —> у))  = В.

Let ( z i , t i ) , ( z2, t 2) Є <S{(x,y)}, i.e. Zi = Sjx, t x = s xy, z2 = s2x, t2 = s 2y  for some 
sx, s2 Є S. For all ε > 0, a  Є A there is s  Є S  such that da (sx , y) < ε. Then

da ( t i , t 2) = da (s i y ,  s 2y)  ^  da ( sxy , sxsx) + da (sisx, s 2sx) + da ( s2sx, s 2y) = 
da (y, sx) + da (six, s 2x) + da (sx, y)  = da (z i ,z2) + 2 ε ,

hence dQ(ti, t2) ^  da (zi, z2). The reverse inequality is valid as well, thus da (ti, t2) = da (z\, z2) 
for all elements (ζχ, ίχ), (z2, t,2) of <S{(x,i(/)} and therefore of С1(5{(х, y)}) = (x y). It 
implies that (x -»■ y)  is the graph of a mapping В  -> В  which is an isometry w.r.t. all dQ, 
a Є A, and (y —> x) is the graph of an inverse isometry.

Let (z , t i )  Є (x -> yx), (z , t2) Є (x -> y 2). There exist a net of the form (spx), s 0 Є S, 
such that ββΧ -> z, then s 0y\ —> ίχ, sp y2 —> t2. Since da (s0yi ,  s g y 2) = da ( yx, y 2), the equality 
da (y i jy 2) = da ( t i , t 2) holds.

Fix an arbitrary point b Є В. For all x, у Є В , there is a unique x Є В such that 
(x -> y) = (b —» z). Thus we can properly define an operation on B: for z\,z2 Є В , let 
ζ = Ζι ■ z2 be such that (z2 -> z) = (b —> zx). By the above, this operation is an isometry 
w.r.t. each da in each argument separately, hence is a continuous mapping В x В —>· В.

Assume that z\ = S\b, z2 = s 2b, then (b —> Z\) = {(χ,βχχ) | x Є В}, therefore z\ ■ z2 = 
s i s 2b = s 2s ib  = z2 ■ Z\. Such z\,z2 are dense in B, and “·” is continuous, hcncc it is 
commutative for all arguments. Similarly the associative law in S  implies the associativity 
of “·”.

The inverse for x Є В  is a unique у  Є В  such that (y, h) E (b —> х). Uniqueness of 
the inverse and the compactness of В  imply the continuity of the inversion.

Consequently β  is a contractible compact Abelian topological group. It is known |1, 4] 
that such a group is trivial, i.e. is a singleton. □

The point b Є В  is unique in A such that A(6, b) = b for all А Є /. Let ЬХ : X X be 
the map taking each a Є X to such a point b Є Cl(«S{a}). Then bX(X) is a closed subset 
of X consisting of all points b Є X such that A (b, b) = b for all А Є I. This set is called 
the c e n t e r  of X and denoted Ctr(X).

Theorem  1. The n e t  (sx)s e (s,\) is un i f ormly  c on v e r g en t  to  bX(x), fo r  x Є X. The map 
p in g  bX is an affine and non-expanding  w.r.t. all da , a  Є A, r e t ra c t i on  o f  t h e  s em iconvex  
c om pa c t um  X on to  its  c e n t e r  Ctr(X).

Proof. Since X is a compactum and all mappings s(—) : X —> X are non-expanding, it is 
sufficient to prove the pointwise convergence. Let x Є X, A = Cl(»S{x}). For all s, s' Є S , 
s|s' we have s ’A C  sA. Since {6A'(x)} = p| sA, for each neighborhood U of bX(x) there is

sES
s Є S  such that sA C  U, hence for all s' Є S  such that s|s' we have s'x Є s'A C  U.

All mappings s ( —) : X —>· X are affine, therefore the same is valid for bX. Obviously 
bX(x) = x if and only if x Є Ctr(X).  П

This implies that (l)-(5 ) arc valid for Ctr(X),  and the center is a convex compactum, 
a largest one of all convex compacta that are (algebraically and topologically) embedded 
into X.



Let Д , і ξ  I ,  be subsets of a compactum X, T  a filter in the index set X. By lim we 
denote the upper limit:

lim Ai = {x Є X \ for all neighborhoods U 3 x and F Є T

there is і Є F  such that Ai (Ί U φ  0}.

It is obvious that lim Аг C X is closed and nonempty whenever all Ai are nonempty. For all 
s = [Ai,. . . ,  An] Є S  we denote maxs = max{Ai, . . . ,  An}.

Lem m a 2.3. For any  sub s e t  A <Z X the  equa li t y  lim s  * A = lim s * A holds.
s€(5,|) max s—>0

Proof. Let b Є lim s * A, Ub be a neighborhood of b, and ε > 0. Take an arbitrary s0 Є S
s € ( S ,  I)

such that m axs0 < ε. There is s Є S  such that s|s0) s*  AilUa φ  0 , hence maxs < ε. Thus 
b Є lim s * A.

m ax s —>0
Let s = [Αχ,. . . ,  Am] Є S. We can (non-uniquely) visualize s  as a partition of the unit 

segment I  into adjacent segments of lengths Ai , . . . ,Am. Their ends form an increasing
sequence s': s[, = 0, s'j = Ab s'2 = Αχ + λ2, . . . ,  s'm = λχ-f------hAm = 1. If t = [μ ι , . . . , μ η] Є S
is such that the respective sequence t', with t'0 = 0, t[ = μ χ, t'2 = μ χ + μ 2, . . . ,  t'n —
μι + · · · + μη — 1) is a subsequence of .s', then t, -< s, i.e. s  is a refinement of t.

Now let b Є lim s  * А, є  > 0, а  Є A. Since c : I  x I  x / -> I  is a contin-
m ax s —>0

uous mapping of compacta, there is δ > 0 such that, for all x, y, z Є X, 0 ^ λ < δ,
the inequality da (X(x, z), X(y, z)) < ε/2 holds. Choose arbitrary s0 = [Ai , . . . ,Am] Є S.
There are t = [ μ ι , . . . , μ η\ Є S, ax, . . .  , a n Є A such that m axi < δ/m, da (a, b) < ε/2) for 
a = (//,], . . . ,  fin){a і, · ■ ■! an)· Construct the described above sequences ,Sq and i! for «ο and 
t, and let s' be the union of s '0 and t' in ascending order. Then s' represents s Є S  which is 
a refinement both of ,s0 and of t. Let each segment [<j_i, £*] of length μ ί is split by elements 
of s' into ki ^  1 parts of lengths μ ] , . . . , μ^'. Calculate the point

c  (//,j, . . . , μ,χ , . . . , μ,і , . . . ,  , . . . , μη, · · · , μ χ ) ■  · · · ■ ■ ■ > "
fcl times ki times fc„ times

At most m  segments were split into ^  2 parts, hence the combinations a and c differ (in 
obvious sense) only in arguments such that the sums of the respective coefficients are less 
than m  · δ/m = δ. By the choice of δ this implies dQ(a, c ) < ε/2, hence da (b, c) ^  da (b, a) + 
da (a, c ) < ε/2 + ε/2 = ε. Observe that c Є s * A, and by s0|s we obtain b Є lim s * A. □

s€ (5 ,| )

It is easy to see that a largest closed subset A C X, such that [Ai,. . . ,  An](—) : An —» A
is surjective for any [Ai,. . . ,  An] Є S,  is equal to Q s  * X = lim s * X, hence is semiconvex.

s e s  s (̂S,|)
Similarly, for a particular А Є (0; 1), a largest closed subset A C X such that A : A2 —»· A is 
surjective is equal to p| [A, 1 — A]" * X. Obviously

p i μ , і  -  Ар * x  d p  s * x .
n€N seS

On the other hand, max [A, 1 — A]"—>0 a s n —»oo, therefore

P) [A, 1 — A]n * X C  lim s * X,
I I 1 J max s—»0m ax s - » 0  

n eN

and by the latter lemma
lim s  * X = lim s  * X.

«£ (5 ,1 ) m ax  s —>0

Therefore all the constructed sets are equal. We call any of them the weak c en t e r  of X and 
denote it by WCtr(X).  Since

WCtr(X) = p| {(A1, . . . ,A„) (z1, . . . , x n) I x i , . . . , x n Є X},
n6N,Ai,...,An e/, 

λΗ  hAn = l

Ctr(X) = p| {(Ai , . . . ,An)(.x, . . . , x )  I X Є X},
raGN,Ai,...,An€/, 

λ ι  Η---- f-An = l

we obtain Ctr(X)  C WCtr(X).
Recall that X0 = WCtr (X)  is semiconvex and closed in X , therefore is a semiconvex 

compactum as well. Denote [^, . . . , ^](χ·,. . . ,  x) = (^)x· For all m, n  Є N, the mapping 
( - ) ( - )  : X0 -> X0 is a non-expanding surjection, hence an isometry, w.r.t. all da , and 
(ї>  = O ■> О* = Ф ° d)* fOT al1 1 e x- Therefore (i)-> o 0-)x = (jL)-' o (±)z
for all m, n, k Є N, х Є X0) and we use the latter expression as a definition of (™)x. In
particular, (n)x = (^)~1x.

Thus an action of the multiplicative group Q+ on Xo is obtained.

Lem m a 2.4. The ob ta in ed  act ion  Q+ x X0 -> X0 is equi continuous (with x Є X0 as 
a parame t e r )  w.r.t. all da and a standard  m e t r i c  on Q+ C R.

P ro o f  For each ε > 0, а  Є Λ there is 0 < δ < 1 such that da (X(a,b),b) < ε whenever
a, b Є X , X Є I, X < δ. Let x Є X0, p,q Є Q+, p (l -  δ) < q < p/{ 1 -  δ). If p = q, then
(p)x = (q)x. If q < p, we can assume that p = q = η  < η' < n/(l — δ). Denote 
у  = (m)x, then ( f  )x = [ J , . . . ,  J]y„ (^)x  = [ i , . . . ,  £]y, and

1 1 n/ -  n  1 1 1  1 ,
— —}y = ---- —  ------- ,. · . , -τ------\y, -\y)·n' n  n  n  — n n — n  ri n

Observe that 0 < lL̂ r1 < δ, hence

1 1 1  1
da ({p)x, (g)x) = da { [ - , . . . ,  -}y, —]y) < s.

If q > p, then q < p < q/(I -  δ), and we similarly prove that the previous inequality is valid. 
Thus we have constructed a neighborhood Op = (p(l — δ),ρ/(  1 — δ)) П Q+ of p such that 
q Є Op implies da ((p)x , (q)x) < ε for all x Є Xq- П

Therefore an action ( . . . )  of Q+ on X0 can be uniquely extended to a continuous action, 
of R+ on X0, for which we preserve the same denotation ( . . . ) .  Wc define a new operation



o : X0 -»  X0 x / -»  Xo by the formula Ао(ж, у) = (угд)у) if 0 < A < 1, lo ( x , y )  = x,
0 0  (x. у)  =  у  for all x , y  Є Χ 0· It is straightforward to verify that for “o” the properties 
(1)—(3), (4’), (5) are valid, hence (X0! o) is a convex compactum. We arrive at the following 
statement:

Theorem  2. A sem i conv ex  c om pa c tum  X is a weak c en t e r  o f  s om e  s em i conv ex  c om pa c t um  i f  
and on l y  i f  th er e  exist a c on t inuous  operat ion  o  : X x X x I  —> X and a cont inuous a ct ion  ( . . . )  
of (0; +oo) on X such  that  (X, o) is a c onvex  c ompa c tum ,  all mapp ing s  (λ) : (X, ο) —> (X, o) 
arc  affine, and, f o r  all x , y  Є X, А Є (0; 1), th e  equa li t y  A(.r, y) = λ ο ((X)x, (1 -  \)y) holds. 
These  “o ” and “( . . . ) ” are unique ly  det erm ined .

R em ark 2.1. The c en t e r  Ctr(X) is a sub s e t  o fW C tr (X )  that cons i s t s  o f  all po in t s  x such  
that (A).7' = x for all А Є (0; +oo) and th e  p r e v i ou s l y  def ined act ion  ( . . . ) .

Definition. I f  Ctr(X) = WCtr(X),  then wc  call X a strongly semiconvex compactum.

Here is an alternative definition: a semiconvex compactum X is called strongly semicon
vex if for any x Є X the point [Ab . . . ,  A„]:r converges to a unique point у Є X whenever
Ab . . . ,  A„ ^ 0, Χχ -4-----+ An = 1, max{Ai, . . . ,  An} -> 0. This implies that if f  : X Y
is an affine surjective map of strongly semiconvex compacta, and X is strongly semiconvex, 
then Y is strongly semiconvex as well.

Many (but not all) “real-life” examples of semiconvex compacta belong to this class,
e.g. the previously mentioned hyperspace exp K  of closed non-empty subsets of a convex 
compactum K.

By the above, for all x Є X, we have da ([X\,. . . ,  An]rr, WCtr(X))  —>■ 0 as
max[Ai,. . . ,  An] -> 0. Now we are going to extend results of [8] and to clarify the behaviour 
if the expression [Ai,. . . ,  Xn]x in a simpler case Αχ = · · · = An =

For all x Є X and n  Є N, let a sequence і  in I  be defined by the formula xn =  (±)x. On 
the set XN of all sequences in X we consider a pseudometric da , which is defined as follows:

do.((xn)i (Ул)) hm da (xn, y n), (xn), (yn) ^ X ·
n —>oo

Theorem 3. For each x Є X, there  is a unique x0 Є WCtr (X) su ch  that da ((^)x, (£)xo) 0
as n  -»  oo for a 11 а  Є A. The mapp in g  wbX : X -»  WCtr(X) that s end s  ea ch  x to 
the r e s p e c t i v e  x0 is an affine and non-expanding w.r.t. all d,Q re t ra c t i on  o f  a s em i conv ex  
c om pa c tum  X on to  its weak c en t e r  WCtr(X),  and sat isf ies  t h e  equa l i t y ЬХ o wbX = bX.

Proof. For all cv Є A, the mapping (X,da) -> (XN,da ) that sends each x to x, is non
expanding, and its restriction to WCtr(X)  is an isometry because da ((^)x i , (^ ) x2) = 
dn(xi,.r2) for all x\,x2 Є WCt.r(X). Thus the uniqueness is immediate.

Let x Є X, ol Є A. The sequence (da ((±)x, W Ctr (X)) )neN tends to zero, therefore there 
is a sequence ( yn) in WCtr(X)  such that da ( (\ )x ,yn) -> 0 as n  -»  oo. For all n  Є N, 
choose x n Є WCtr(X)  such that {\)xn =  Уп· Since WCtr(X)  is a compactum, there is 
a subsequence (xni) that converges to some x0 Є WCtr(X),  hence da ( (^ )x o , y ni) 0 as
1 —> oo. By the triangle inequality for da , we obtain that da ((^ )x , (^)xo) —> 0, i -»  oo.

For each ε > 0, there is і Є N such that da ((±)x, (£-)xo) < ε/З. We can also choose
m e  N such that, for all x ,у Є X, X Є I,  the inequality A ^  ^  implies da (X(x, y), y) <  ε/3.
Let n  ^  n0 = Ш.П.І, then n = кщ  + /, k  ^ m,  0 ^  I. < щ.  We have:

da^ k ^ ) X' = № * ° >  ^ da^ n ) X' {n , )Xo) < £/3'
If I ^  0, then:

dM  i>x. φ * » )  = ( - J t i M  =кщ + І кщ + I

W * *  + kЩ1*' W Io)+

dM l k )x°' k ^ T i{{l )x°’ (/ ^ >;ro)) < ε/3 + г/3 + 8/3 = e·
Hence da ((^)x, (^)x0) for all n  ^  n 0. Therefore da ((^)x, (^)xo) -> 0, n - )  oo, for at 

least one xQ Є WCtr(X).  For a particular pseudometric da , such x0 form a closed set, and 
the family of all such sets is filtered because the family (da )aeA is directed. Therefore there 
is xq Є WCtr(X)  such that (da ((^)x, (^)xq)) —> 0, n —» oo, for all а  Є A. Thus a required 
.Го exists and is unique.

Observe that, for all а  Є A, x , y  Є X, and xo = wbX(x), yo = wbX (y ), we have 
da (xo,yo) = da (x ,y )  ζ  da (x0,yo),  hence tubX is non-expanding. The equality wbX(x) = x 
for x Є WCtr(X)  and preservation of semiconvex combinations by wbX are obvious.

Let the set N x S  be partially ordered as follows: (m, s)\(n,t) if m\n (i.e. rn divides ??,), 
.s|i. For x  Є X , consider the net (л [£ ,  · · ·, ' ] - T )(n ,s )s (N x5 ,|)· It is obvious that it converges 
to bX(x) .  If s  Є S  is fixed, then (s[^, . . . ,  £]z)ne(N,|) uniformly w.r.t. s  and x  converges to 
s (wbX(x)) ,  and ( s (wbX{x))se(S,\) converges to bX(v!bX(x)) .  Thus bX(.r) = bX(whX(x) )  
for all x  Є X .  □

3 S paces of atomized measures a s  free semiconvex compacta

Let »SConv, t><SConv, and W\SConv be the categories that consist of all semiconvex com
pacta, of all strongly semiconvex compacta, and of all semiconvex compacta that coincide 
with their weak centers, respectively, and of all affine continuous mappings of these spaces. 
There are obvious forgetful functors:

Conv



Our goal is to construct free objects, and hence left adjoints [7] to these functors. Recall 
that a left adjoint to the composition Us o Us : Conv -»  Comp is known (the probability 
measure  f u n c t o r  P  [3, 10]) and thoroughly invesigated.

The “upper part” is easier. Observe first that, for a morphism / : X —» Y in SConv, 
the inclusions f (C t r (X )) C  Ctr(Y),  f (W C t r (X )) C WCtr(Y)  and the equalities bY o / =  

/ о bX, wbY o / =  / o wbX are valid. Thus we denote by C t r ( f )  : Ctr(X)  - »  Ctr(Y)  
and W C tr ( f )  : WCtr(X)  -»  W Ctr (Y ) the restrictions of /. They are morphisms in Conv 
and WSConv, resp., hence we obtain functors Ctr  : SConv —> Conv and WCtr  : SConv —> 
WSConv.

Then the following statements, which extend Theorem 3 [8], are at hand.

Theorem 4. The fun c t o r  Ctr  is a l e f t  adjoint to th e  em b edd in g  o f  c a t e go r i e s  Us : Conv -» 
iSConv. bX : X —У Ctr(X) is a c om pon en t  o f  a natural transfo rmation b : lsconv -> Ctr, 
which is a unit o f  the  adjunct ion.  The res t r i c t ions  o f  C t r  to  SSConv and  WSConv are  le f t  
adjoints to th e  em b edd in g s  Uss : Conv -> SSConv and Uw : Conv -> WSConv, r espec t i v e l y .

Similarly:

Theorem 5. The fun c t o r  WCtr is a le ft  adjoint to th e  em b edd in g  o f  c a t e go r i e s  U™ : 
WSConv —» SConv, wbX : X —» WCtr(X) is a c om pon en t  o f  a natural transformation  
tub : 1 .sconv -> WCtr, whi ch is a unit o f  the adjunction.

On other words, Conv C SConv and WSConv C SConv are r e f l e c t iv e  subcategories, and 
Ctr  and WCtr  are re f l e c t or s  [7].

Remark. We l eave  as o p en  th e  p rob l em  o f  explic it  c on s t ru c t ion  o f  a le f t  adjoint to  th e  em 
b edd in g  U™ : SSConv -»  SConv, a lthough its  ex is t en c e  is known.

Now we consider the “lower part” of the diagram.

Proposition 3.1. Let X b e  a c ompa c tum ,  ((...)) : (0 ;+oo) —» G be  a cont inuous  h om o 
morphism into a c om pa c t  Hausdorff  Abelian topo log ica l  group.  Let Z = P(X x I  x G), 
h\(x, t, g )  = (x , A t, ((A ))g) fo r all (ж, t , g )  Є Z, А Є (0; 1]. With an operat ion  c : Z x Z x I —>Z 
that is de f in ed  b y  the  formula

c (m i ,  m2, A) = XPh\(mi) + (1 — X)Phi-\(m2), 0 < A < 1,

and c ( m i , m2, 1) = гщ,  c(rrii ,rn2, 0) = rn2 for all rni, m 2 Є Z, Z is a s em i conv ex  c ompa c tum .
The weak c en t e r  o f  Z is equal to  P(X x {0} x G), and th e  m app in g  wbZ is equal to  Pp0, 

where  po : X x I x G —У X x {0} x G takes ea ch (x, t, g)  to (x, 0, g),

Proof. Properties (l)-(3) are obvious, only (4’) has to be verified. Let the topologies on X 
and on G be defined by directed families of pseudometrics (ρβ)β^β and (07)7Єг respectively, 
and all ΘΊ be invariant, i.e. 9y (a,b) = 9y (ac,bc)  for all a , b , c  Є G. Then the functions 
dp -y : Z x Z x I  —>· Z, which are defined by the formula, for β  Є В, 7 Є Г:

dp^ (m u m 2) = sup{|mi(<p) -  τη2{ψ)\ | \φ(χ\Λ\,9ι) ~ <fi(x2 , t 2, g 2)\ < тах{рр(хі,х2),
111 -  t21, ΘΊ (.91,.7a)} for all ( x u h ,  g x), (x2, t 2, g 2) ЄХ x I  x G}, mb m2 Є Z,

form a family of pseudometrics, which is required by (4’).
Observe that if m  Є Z, suppm 3 (x , t , g ), t > 0, then m  is not equal to any 

(£ , . . . ,  £) (mi , . . . ,  mn), m i , . . . ,  m n Є Z, whenever £ < t. Hence WCtr(Z)  c  P(X x 
{0} x G). On the other hand, if m  Є P(X x {0} x G), 0 < A < 1, then

rn = \ (n i i ,m 2), гщ = P ( l x x 1/ x ( ( j ) ) { - ) )  (rn), rn2 = P ( l x x 1/ x ( ( ^ ) ) ( - ) )  ("0·

Since m i , m 2 Є P(X x {0} x G), we obtain WCtr(Z) = P(X x {0} x G). For m  Є Z, 
m,o = Ppo(m),  β  Є Β, η  Є Γ, we have m 0 Є P(X x {0} x G) and άβ<Ί((^)ηι , (^)m0) —> 0 as 
n —> oo, therefore wbZ (m ) = Pp0(m). □

We are interested in the two particular cases: G = {e} and G = bohr 1R+ with ((A)) = 
6r+( A).

Corollary 3.1. The s e t s  P aX C P ( X x I )  = P(X x l x  {e}) and P bX C P(X x l x  bohrR+) 
are  s em i conv ex  w.r.t. t h e  j u s t  defined s em i conv ex  combinations.

P roo f  is straightforward. Hence P aX and P bX are semiconvex compacta, and it is easy 
to see that P aX is strongly semiconvex. Moreover, for a continuous mapping of compacta 
f  : X —> Y, the mappings P af  : P aX —> P aY and P bf  : P bX —>· P bY are affine, thus we 
can regard P a and P b as functors Comp —>■ SSConv and Comp —> SConv, resp.

There are embeddings ηαΧ : X c—>■ P aX and r fX  : X P bX , namely:

V X(x) (̂x,l)> T] X (x) (1))5 x £ X·

Theorem 6. For а c om pa c t um  X, th e  pairs (Ρ αΧ ,ηαΧ) and [PbX, r f X)  arc  f r e e  o b j e c t s  
o v e r  X in SSConv and  SConv, re spe c t i v e l y ,  and th e  fun c t o r s  P a : Comp —> SSConv and  
P b : Comp —> SConv are  le f t  ad jo ints to Uss : SSConv —> Comp and Us : SConv > Comp, 
r esp e c t i v e l y .

Proof. Let У be a semiconvex compactum with a directed family (da )aeд  that satisfies (4’), 
and / : X -> Y a continuous mapping. Assume that / : P bX —> Y is an affine continuous 
extension of /. Then, for all x x, . . . ,  x n Є X, Ai , . . . ,  An Є (0; 1] such that Ai + · · · + An = 1, 
we have

П

Σ  \ S ( x i ,  Aj, bR+ (Ai)) =  (Ab . . . ,  An)(?76( x1) , . . . , ηύ(χη)), 
i=  1

therefore
Π/(Σ Ai 6 ( x i ,  Αχ, 6r+(Aj))) — ( Ai , . . . ,  A„)(/(a : i) , . . . ,  f ( x n ) ) .  

i= l

By continuity
OO/(Σ \г6(хг, Αχ, bR+(\i))) = (Ab λ2, . . .  ) ( f ( x j), /(x2) , . . . )  

i= l



Now let m  = £(x,o,g) Є P(X  x {0} x boh rR+). Take a net (Πβ) in N which existence 
for g  1 Є bohr R+ is guaranteed by Lemma 1.1. Then (Πβ) —> +oo, bR+ (^ )  —> g  imply
(.τ, ~ , V + ( ^ ) )  -»· 0 , 0 , g) ,  hence

= Ф / > Л а д )  = Φ / (ι)  -*  Λ β'<-·°·»>> = Λ '" ) '

Therefore /(m) Є Vo = WCtr(Y),  and the net ( ^ ) ( w b Y (/(x)) in Y0 by Theorem 3 
converges to f ( m )  as well. Let Iso(Y0) be the group of all bijections on Y0 that preserve all 
da , with the topology of uniform convergence w.r.t. each of da . Recall that by Theorem 2 
there exist (and are unique) a continuous operation o : Y0 x Yo x / —> Vo and a continuous 
homomorphism ( . . . )  of (0; +oo) into Iso(Y0) such that (Vi),o) is a convex compactum, all 
(λ) : (Κο,ο) —»■ (К0,о) are affine, and, for all y\,y2 Є V0, λ Є (0; 1), the equality A(</x,y2) = 
Ло ((Л)уі, (1 — А)у2) holds. The group Iso(Yq) is compact Hausdorff, hence there is a unique 
continuous homomorphism ((...)) : boh rR+ —> Iso(Y0) such that ((i>K+(A))) = (A) for all 
А Є R + .  Then (± ) (w bY ( f (x ) )  = ((bR+(±)) ) (wbY( f (x ) )  ((g ) ) (w bY ( f (x )), thus obtain
Щх,о,д)) = ((9))(.™bY(f(x)).

Now let m = Σ " =ι £ P{X x {0} x bohrR+), Α* φ  0 for і = 1 , . . . , n, then

m.  = (Αχ,. . . , An) ( i (lb0)bR+(A- i )ffl), · · · , ^(in,0,b1R+(A 1̂)gn)) ’

hence

/(m) = (Ai, . . . ,  An)(/(<5(lli0ibR+(A-i)9i )), ■ ■ ·, f  (ії(Хп,о,ья+(\~1)дп))) =
(Ab . . . ,  Xn)(((bR+(Xil )g\))wbY (/(χχ)), . . . ,  ((bR+(X~1)gn) )wbY( f (xn))) = 
λ ι<Ai)(Af1) «<7ι) ) ( (/(жі))) + · · · + \n(\n)(\~l )((gn))(xvbY(f(xn))) = 

А і((уі))М Г(/(хх))) + · · · + An ((gn) ) (wbY( f (xn))).

Since measures with finite supports are dense in P(X  x {0} x b oh rR+), there can be 
at most one continuous mapping P(X  x {0} x bohrR+) —> Y0 that agrees with the above 
equality, and it is determined by the formula:

f ( m )  = cY0 o P( Hf ) (m) ,  m  Є P( X x {0} x b oh rR+),

here cY0 : PYq -> Y{} is a baryc en t e r  map  which takes each probability measure on the convex 
compactum У0 to its barycenter, and Hj : X x {0} x bohr IR+ —> Vo takes each (x,0, g )  to 
((g))('wbY(f(x)).

Now we are ready to study a “mixed” case
N

m  = A0m0 + Σ A,5(xj, A*, 6r+(Ai)) Є P b(X), m 0 Є P(X  x {0} x bohrR+),
i=l

N  is either finite or oo. Such m  is a combination of measures of previously considered forms:

m  = λ0(Ρ(ΐχχ{ο} x Ьл+(А0~1) ( - ) ) ( т 0) , ^  Лг δ(χ{, Χ\ ,Ьл+(- — — ))),
~ ~  і  — Ло і  — До 1 — Ло

hence

f ( m )  = X0( f ( P ( l x x { 0} x ^+ (λ0'1) ( - ) ) ( ^ 0) ) , ( - ^ — ,.. .)(/(.χχ),/(.τ2) , ···))  =
1 — Ло I — Ло 

(Ao, Αχ, A2, . . .  )(cVo o P(Hftxo) (m 0), /(χχ), /(x2) , . . . ) ,

here Hf \0 : X x {0} x bohr R+ —> Yo takes each (x,0,y) to (Aq 1)(( g ) )(wbY(f(x) ) .
We obtain formulae which determine / uniquely. It is easy to see that such / is affine. 

Due to size limitations we omit a routine but straightforward proof of its continuity. Its idea 
is that a “part” of a measure that is “close” to the weak center P(X  x {0} x bohr R+) C P bX 
can be retracted by a “small move” into the weak center, on which the continuity of / is 
known. Only a finite number of Dirac measures will be “left”, and / also acts continuously 
at this “part”.

Thus (P bX, rjbX) is a free semiconvex compactum over a compactum X , and P h is a re
quired left adjoint to Us .

Observe that, for the projection pr12 : X x I  x b oh rR+ —» X x /, the mapping P p r12 : 
P(X x I  x bohr R+) —> P(X x I) is affine and maps P bX onto P aX. If Y is strongly 
semiconvex, then the used action ((...)) of bohr R+ on WCtr(Y)  = Ctr(Y)  is trivial, i.e. 
((g)) = 1 c t r ( Y )  for all 9 Є bohr R+, hence a rapid glance at the formulae shows that j (m\ )  = 
/(m2) whenever P p r12(mx) = Pp r 12(m2) Є P aX. Therefore there is a unique / : P aX —> Y 
such that / о Р р г12|рьх = /. Taking into account P p r 12or/bX = ηαΧ, we obtain that 
(P aX , ηαΧ) is a free strongly semiconvex compactum over a compactum X , and P a is a left 
adjoint functor to Uss. □

Now we have left adjoints WCtr  to U™ and P b to Us and can combine them to obtain 
a left adjoint to Uw : W«SConv —> Comp. Recall that W C tr (P bX) = P(X  x {0} x bohr R+) = 
P(X x bohr R+), hence the latter space is an object of W\SConv.

C oro llary 3.2. The f un c t o r  P ( — x boh rR+) : Comp —> W<SConv is a l e f t  adjoint to 
Uw : WiSConv —> Comp, and a f r e e  o b j e c t  o v e r  a c om pa c t um  X is o f  the  form (P{X x 
bohr R+) ^ WX), η™Χ : X —> P(X x bohr R+) is d e f in ed  b y  th e  equa li ty  ηυ’Χ(χ) = ^ ^ ( χ ) ) ,  
x Є X.

F i n a l  r e m a r k s

Thus we have shown that spaces of normalized (weakly) atomized measures are free 
(strongly) semiconvex compacta. We can consider an atomized measure either as a result of 
concentration of some part of “mass” in atoms, or, conversely, as a limit of “totally atomized” 
distributions of mass. In the latter case, even if some atoms “have dissolved”, there is a reason 
to consider “origins” of parts of the “liquid mass”. This has been formalized in a more 
complicated definition of atomized measure, which takes into account the compactn e s s  of 
an underlying space.

Our constructions are functorial, but the respective functors arc not as “good” as the prob
ability measure functor, in particular, they do not preserve the class of singletons and there
fore do not belong to the introduced by Schepin class of normal functors.



The obtained adjunctions lead to monads and therefore to respective categories of al
gebras. Nevertheless, these categories are not of much interest by themselves because by 
results of [9] the considered forgetful functors are monadic .

It is also interesting whether there is a simple explicit procedure of “making a semiconvex 
compactum stronger”, more constructive than building equalizers.
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Никифорчин O.P. Розпорошені міри і напівопуклі компакти // Карпатські математичні 
публікації. -  2010. -  Т.2, №2. -  С. 83-100.

Запроваджено класс розпорошених мір на компактах, які є узагальненням регулярних 
дійснозначних мір. Показано також, що простір нормованих (слабко) розпорошених мір 
на компакті є вільним об’єктом над цим компактом у категорії (сильно) напівопуклих 
компактів.

Никифорчин О.Р. Распиленние мери и полувипуклие компакти  // Карпатские матема- 
тические публикации. — 2010. — Т.2, №2. — С. 83-100.

Введен класс распьіленньїх мер на компактах, обобщающих регулярньїе действитель- 
нозначньїе мерьі. Также показано, что пространство нормированньїх (слабо) распьілен- 
ньіх мер на компакте являетея свободньїм обьектом над зтим компактом в категории 
(сильно) полувьіпукльїх компактов.

Карпатські математичні 
публікації. Т.2, №2

УДК 517.95 I 511.42

C a b k a  і .Я .

НЕЛОКАЛЬНА ЗАДАЧА ІЗ ЗАЛЕЖНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ В 
УМ ОВАХ Д Л Я  РІВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗА ЧАСОВОЮ  

ЗМІННОЮ

Савка І.Я. Нелокальна задача із залежними коефіцієнтами в умовах для рівняння дру
гого порядку за часовою змінною // Карпатські математичні публікації. — 2010. — Т.2, 
№2. — С. 101-110 .

У декартовому добутку часового відрізка та просторового багатовимірного тора дослі
джено нелокальну двоточкову задачу із залежними коефіцієнтами в умовах для безтип- 
ного диференціального рівняння із частинними похідними другого порядку за часовою 
змінною, які розташовані на деякій гладкій кривій. Встановлено умови однозначної роз
в’язності задачі. Доведено метричну теорему про оцінку знизу малих знаменників на глад
кій кривій.

В с т у п . О с н о в н і  п о з н а ч е н н я

Нелокальні задачі для рівнянь із частинними похідними, в загальному, є некоректни
ми за Адамаром, а їх розв’язність пов’язана з проблемами малих знаменників і є нестій
кою стосовно як завгодно малих змін коефіцієнтів задачі та параметрів області (див.
[4]). Коректна розв’язність таких задач встановлена для майже всіх (стосовно міри 
Лебега) векторів, складених із коефіцієнтів рівняння і нелокальних умов. При цьому 
вважалось, що коефіцієнти задачі н е зал еж н о  змінюються в наперед заданій області.

Для залежних коефіцієнтів ці результати не можна використати безпосередньо, тому 
у запропонованій роботі на основі метричного підходу розроблено нову методику до
слідження нелокальної двоточкової задачі для рівняння із частинними похідними (без 
обмежень на тип) другого порядку за часовою змінною t, у випадку, коли коефіцієнти 
нелокальних умов є з ал ежними .  Основні результати роботи анонсовано в [3].

Надалі використовуємо такі позначення: х Є Rp, k Є Zp, (k, x) = k\xi + . . .  + kvxv ,
k = (1 + (k ,k) )1/2, s = ( s j , . . . ,  Sp) Є Z І ,  И = Sl + . . .  + sp, d?  = J£ , d sx = d sx\ . . . d sx;, 
i lp = (Ε/2πΖ)ρ — р-вимірний тор, V = [0, Τ] χ Ωρ, Τ > 0.

2000 Mathematics Subject Classification: 35G15, 11K60.
Ключові слова і фрази: диференціальні рівняння, нелокальні задачі, малі знаменники, діофантові на
ближення, залежні коефіцієнти, гладка крива, метрична оцінка.

(с) Савка І.Я., 2010



Введемо простори функцій: Нд = Η9(ΩΡ), q Є R, — простір Соболева отриманих
поповненням простору тригонометричних многочленів ψ(χ)  = Σ  ipk exp(гк, х) за нор-

к _
мою II · j j н і яка породжується скалярним добутком (^,-0 ) н = Σ  Щг ,9 =

4 4 k£ZP
H ^ ) , g e R ,  {η, Ν} Є Ζ+, — бапахів простір функцій u  = u(t, х), таких що Vi Є [0, Т ] 
функції d{u(t , ·) належать простору Hq-jN для j  = 0, 1, . . . , п та неперервні на відрізку 
[0, Т] у цьому просторі; норма в Щг визначається формулою
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1 П о с т а н о в к а  з а д а ч і . П о б у д о в а  ф о р м а л ь н о г о  р о з в ’я з к у  

В області V змінних (t, х) розглянемо задачу

L(dt, - г д х)и = д 2и + A i ( - i d x)dtu + А2( - г д х)и = 0 , (1)

L\u = u\t=0 -  μ ι (т ) u \ t = T  = ψ ι ,  L2u = dtu\t=0 -  μ 2 ( τ ) ϋ ι ΐ ι \ ι = τ  = Ψ2 , (2)

ΑΛν) = Qi ,sVs , Mij i)  = Σ  a^Vs , {ahs , a 2is} e C , { N u 2N2} e Z +,
|e|<Ni \s \<2N2

є многочленами степенів Nx і 2N2 відповідно, {μι,μ2} Є С4(І-,Ш), І  ~  відрізок, r  —
параметр параметризації, φ χ = ψι (χ) та ψ2 = φ2{χ) — задані функції, u — u( t , x) —
шуканий розв’язок.

Зведений порядок N рівняння (1) визначається формулою N = max{iVi, N2}. Число 
N фігурує у просторах Н ·̂ та в означенні розв’язку задачі (1), (2).

Означення 1.1. Під р о з в ’я зком  задачі  (1), (2) розуміємо функц ію  и  Є Н^і9, щ о  за д о 
вольня є  умови  УL(dt, dx)u\\H0Nq 2N = 0, \\Lxu -  ι̂||Η, = °> \\Li u ~ ^ΙΙη,.λ, = °-

Із означення 1.1 випливає, що ψι  Є Н9, ψ2 Є Η9_^ є необхідною умовою розв’язності 
задачі (1), (2) у просторі Н^ д.

Вектор-коефіцієнтів μ = (μ ι(τ ),μ 2(τ)) ; описує відрізок гладкої плоскої кривої К і
параметризується відрізком І.

Для частинних випадків векторів μ = (μ ι ( τ ) , . . . , μη(τ)), η  > 2, задача типу (1), (2) 
досліджувалась у роботах [1, 2, 4]. Зокрема, в монографії [4] встановлено коректність 
задачі для рівняння n-го порядку (за t) з нелокальними умовами вигляду

d\~l u\ t=o -  p i ( r ) d l ~1u\t=T =  ψί,  г =  1 , . . . ,  7г, (3)

для майже всіх векторів (т, а) у випадку μί(τ) = т, де т Є C, a — вектор, складений із 
певних коефіцієнтів диференціального рівняння, а в роботі [2] встановлено коректність 
задачі для анізотропного (за х) рівняння n-го порядку за змінною t з умовами (3) для 
майже всіх векторів (τ, Т) у випадку μ*(τ) = де т Є R, {а:*,/З*} Є С. Розв’язність

задачі у випадку незалежних коефіцієнтів μ ^ τ ) = тг, тг Є С, г = 1 , . . . ,  п, встановлено в
[1] для майже всіх векторів ^arctg · · ·, arctg j f ^ ,  T, a ' j .

Метою даної роботи є встановлення умов розв’язності задачі (1), (2) у випадку до
вільної гладкої кривої К на площині R2. При цьому використано метричний підхід і 
сформульовано умови розв’язності задачі для майже всіх параметрів т Є /, тобто для 
майже всіх точок гладкої кривої К.

Розв’язок u  задачі (1), (2) має вигляд ряду

u(t ,x)  = uk( t ) e [lk'x\ (4)
fceZP

де uk(t) — двічі неперервно диференційовпі функції на [0 , Т], а праві частини φ χ та ψ2 
нелокальних умов (2) — рядів ψΧ(χ) = Σ  <Plk̂ %k,X\ ψ 2 (%) = Σ  if 2k<̂%k'X'1 ■

keZP keZP
Із означення (1.1) отримаємо для кожної з функцій uk(t), де k Є Zp, таку задачу:

L(d/dt , к ) щ  = «{[(i) + Ax(k)u'k(t) + A2(k)uk(t) = 0, (5)

Lxuk = uk(0) -  μ χ(τ)ηι ί (Τ) = ψ^ ,  L2uk = u'k(0) -  μ2(τ)ΐί^(Γ) = ψ2̂  (6)

Розглянемо характеристичний многочлен

L(А, к) =Х2 + Аі(к)\ + А0(к) = (А -  Alfc) (А -  A2fc) (7)

для диференціального рівняння (5). Якщо D(k) — дискримінант многочлена L(Λ, к), то
n , , s  г ,  „ M S  - М к ) - у / Щ )  ,  - М к )  +  ^ Щ к )D[k)  — [Лі(А;)] — 4Ао(к.) і А^ — -----------  , Х2к — -  .

Згідно з [6] для коренів Αχfc і \2к справедливими є оцінки

|Au| < CxkN, |A2fe| < C ik N, Сі = Ci (aj s ). (8)

Для побудови розв’язку рівняння (5) введемо множини Κι = {А; Є ΈΡ : D(k) = 0}, 
К 2 = Zp\/Cx. Якщо к Є /Сі, то Αχ*; — Х2к і загальний розв’язок задачі (5), (6) визначається 
формулою

Ufc(i) =  ( c lfc +  C2kt ) e Xlkt, 

де коефіцієнти сі*;, с 2к задовольняють систему лінійних алгебричних рівнянь

( і  -  μ ι(τ )eAlfcT)cifc -  μ ι ( τ )Τ e XlkTс 2к = φ ΧΗ,
Aifc(l -  μ 2( τ ) eXlkT) c xk + ( і  -  μ 2(τ ) eXlkT(\ + AifcT))c2fe = ip2k,

визначник Δ к(т) якої задається рівністю

Ак(т) = (1 -  μ ι {т)еХікТ) (1 -  μ 2( τ ) еХікТ) + Τ ( μ χ(τ)  -  μ2( τ ) )Xike XlkT.

Якщо ж  к Є ІС2, то розв’язок задачі (5), (6) визначається формулою

uk(t) = c ike Xlkt + c2ke x*kt,



(9)

Визначник цієї системи має вигляд

Afc(r) =Pi(r)(A lfceA2fcT -  A2fceAlfcT) + Р2 (т)(\1ке ХікТ -  А2ке Х2кТ)
+  (А2к -  А і * ) ( і  +  P i ( r ) / i 2 ( r ) e (Alfc+A2fc)r).

Очевидно, що задача (5), (6) має єдиний розв’язок лише для тих т, що є розв’язками 
нерівності |Afc(r)| > 0 .

Теорема 1 . Р о з в ’я з о к  задачі  (1), (2) у  просторі Н%>д єдиний  д л я  тих і лиш е  д л я  тих т, 
як і  задовольняють ум ов у

|Д*(г)|>0, {Wke Zp). (10)
Зауважимо, що inf |Δ^τ)| >0 є достатньою умовою єдиності розв’язку задачі (1), (2).k€ZP
Нехай т задовольняє умову (10), тоді існує розв’язок uk{t) задачі (5), (6) для кожного 

к Є Έρ і визначається формулами

(Х “  №{т)еХікТ(1 + AlfcT))eAlfci -  Aifc( l  -  μ2( τ ) eXlkT) t e Xlkt 
М ч  = ----------------------------------------------- -TTTTs------------------------------------- -----------<PikAfc(r)

t ex lkt + (T — і ) р і(т)еХік̂ т+̂ (11)

A fc('r)
~ψ2 k, k Є /C i ,

X2keXlkt -  Х\ке Х2кі + μ2( τ ) (Xlke x'kT+X2kt -  X2ke Xlki+X2kT)
w )  =--------------------------------- τ - τ -\ --------------------------------Ψ™(Т)

ô 2kt — gAifci _|_ ^  ^Aifci+A2fcT _ gAi*;T+A2fĉ

Afc(r)

(12)

φ2k, k Є JC2,

Таким чином, одержуємо формальне зображення розв’язку u(t, х) задачі у вигляді 
ряду (4), де функції uk(t) визначаються формулами (11), (12).

2 Оцінки д л я  ф у н к ц ії  uk(t) т а  її п о х ід н и х

Для доведення належності розв’язку U ДО простору Н дГ д  достатньо оцінити зверху 
функції uk(t), u'k(t ) та uk(t).

Запровадимо функцію Ф*; дійсної змінної τ, т Є /, за формулою

' Afc(r), к є К ь 
Ф*(т) := Afc(r)

„ A2fe — An,
Якщо к Є К.і, то із (8) та (11) отримаємо оцінку

< С2 max{l, e2ReAlfcT}
Іф/с(̂ )І

де С2 = (2тах{||/іі||с(/), \\μ2\\0(ΐ)} + 1)(3 + С іТ )^2. 
Якщо к Є /С2, то для j  = 0,1, 2 маємо рівність

(kN\<Pik\ + \<р2к\j  і j  = 0 , 1, 2,

Uu) (t] _  f
* { 1 ν

φ η( ) dj+lrk(t O
ξ=0 μ2 Τ 8ξθΡ ξ=τ)  Φ*;(τ)

(  d j rk(t , ξ) і ^dj rk( t ,ξ)
f =o - ' ‘ • ( т ) - Й Г - С=г/ Φ*(τ)’

(13)

(14)

(15)

де r*(i , f)  :=

З а д а ч а  і з  з а л е ж н и м и  к о е ф іц іє н т а м и  в  у м о в а х  

, ( ( , ? ) Є [ 0,Г ]2.
gAifci+A2fc£ _ gAifc£+A2fci

А 2к — Aifc

Л ем а 2.1. Д ля комплексних чи с ел  Χχ і А2, де Аі ф А2, справ едлива  нерівність

з A j _ дА2

Аі — А2
< 2(eReAl + eReA2). (16)

Доведення .  Розглянемо спочатку випадок, коли Aj, λ2 Є R. Не обмежуючи загальності, 
вважаємо, що А = Αχ — А2 > 0. Якщо 0 < А < 1, то із нерівності 1 < е х < (е — 1)А + 1 
випливає нерівність ^-j· < < А, що рівносильна нерівності

еАі — eAz 
Αχ — А2

< е Хі + еА2, Αχ, А2 Є R , Αχ ^  А2. (17)

Якщо ж  А > 1, то очевидно, що нерівність (17) виконується.
У випадку Αχ, А2 Є С запишемо квадрат лівої частини нерівності (16) у вигляді

ρλι _ р\2

Аі — А2

êReAi _  gReАг̂ 2 _|_ ^gReAigReA2 sjn2 Іт (Д1 _  А2)/2

Re2(Aj — А2) + І т 2(Аі — А2) 

Тоді із нерівностей (17) та | sin ί | < |ί| отримаємо такі нерівності:

 ̂ ^ gRe Αχ _ gRe Аг ^  ̂ ^ReAigReA2 ІХПеАі — Є*2
Αχ — А2

<
Re Αχ — Re А2 + Im2

<

(eReAl + eReA2)2 + gRe AleReA2 < 4(eReAl + eReA2)2, ReAi Ф ReA2, ImAi Ф ImA2,

gAi _ gA2

Αχ — λ2
( gReAi _ gReA2

Re X\ — Re A2
^ < (eReAl + e ReA2) 2 , Re Αχ Φ ReA2, ImAi = ImA2,

pAj _ gA2  ̂ pR e A lpReA2 ΤγνΛ A 1__A2
— -— < (eReAl + eReA2) ,ReAi = ReA2, ImAi=^ImA2,Im2Αχ — A2

Із отриманих нерівностей випливає нерівність (16). Лему доведено. □

Л ем а 2.2. Нехай hk( t^ )  := e ReX̂ t+ReX2̂ + e ReXl^ +ReX2kt, ( ί , ξ)  Є [0,Т]2, тоді д л я  функці ї  
r k(t, ξ) виконуються  оцінки

d j r k(t,C)
dV < C 3kjNhk(t ,ξ), d j+1r k( t , 0

δ ξδΡ
< C 3k ^ Nhk(t, ξ), j  = 0,1,2, (18)

де C3 = 2(TC\ + l)(C i + I)2.

Доведення .  З леми 2.1 випливає, що |^(ί,ξ)| < 2T hk( t^ ) .  Тоді на основі формул

ξ) + j  = 0. 1, 2 ,
OP Mk — Λ2 k



d r k(t > 0  V .  / j  і · )  і r A l t £ + A , t < ^ ' + V f c ( i , 0  .  .  d j  V fc( i , 0

ae

із нерівностей (8) отримаємо оцінки

θξΘΡ 3 = 1,2,

d-Wkjt.Z)
di i < (2TC*! + 0 ,  3 = 0,1, 2, 3,

d r k(t,£)
Οξ

< (2TC1 + l )kNhk( t^ ) ,

d j+1rk(t, ξ)
< (2TCi + j  -  1 )Ci~kU+» Nhk( t^ ) ,  j  = 1,2,3,ϋξϋΡ

з яких випливають нерівності (18). Лему доведено. □

З формули (15) і леми 2.2 при к Є /С2 випливають оцінки

k~jN Κ (ί)| < С4 — ( ^ Wl  + W ) ,  J = 0,1,2, (19)

де С4 = С зтах{ 1, ||̂ 1ІІС(/), ІМ|с(/)}·
Функції І Фд;(τ) І у нерівностях (14) і (19), які є відмінними від нуля для всіх к Є 1Р 

(за припущенням), можуть набувати як завгодно малих значень при к —> оо, тому вони 
впливають на збіжність ряду, який визначає норму розв’язку задачі (1), (2) у просторі 

. Отже, існування розв’язку задачі пов’язане з проблемою малих знаменників. Для 
вирішення цієї проблеми застосовується метричний підхід, який дозволяє встановити 
такі оцінки знизу для малих знаменників:

|Ф*(т)| > £ -*m ax{l,e2ReAl*r }, к Є К и  |Ф*(г)| > k~*(hk(t, 0) + hk(t, T)),  k Є /C2,

де δ -  деяке дійсне число. Ці оцінки виконуються для майже всіх (стосовно міри Лебега 
в М) параметрів т із 1.

З О ц і н к а  з н и з у  м а л и х  з н а м е н н и к і в  з а д а ч і

Для встановлення таких оцінок використано допоміжні теореми (теореми 2, 3) про 
оцінки мір виняткових множин.

Теорема 2. Нехай функц ія  / Є Gin+^(l\ С) є  такою, щ о  min шах |/^(т)| > δ > 0. Тоді
тЄІ 0<j<n

д л я  д ов іл ьн о г о  ε Є (0, 5/2) виконується оцінка

measR{r Є І : |/(г)| < ε} < 4(\/2 + і)  measM І  + 1 ̂ η^/ε[δ, 

д е  М = max ||/(j)||c(/)·

Теорема 3. Нехай функц ія  F має ви гл яд

F (t, Z) = f\ ( τ )ζ\ + /2(τ)ζ2 + . . .  + fm(T)zm, Τ Є I, z = (zi, . . . ,  Zm) Є Cm \ {0},

де f i  Є Cm(/;E ), i — 1, ,m,, I  — в ідр і з ок  прямо ї  R, z -  фік сований векторний пара
метр. Я кщ о  врон ск іан  W[ f ] ( r )  системи функц ій  {/і, . . . ,  f m} відмінний в і д  н ул я  на І, 
тобто min |W[/](t)| > 0, το д л я  д ов іл ьн о г о  ε Є (0, ^ ~ )  виконується оцінка

τ ( Ξ ΐ

measrc { г Є / :  \F{t, z)| < є }  <  C5 -y i/ N , (20)

Де

ГП\

С5 = 4(\/2 + і)  ( т 2 measR І/гщ + 1 )(rn — 1 )rnx т ) , \z\ = \z\ \ + . . .  + \z„
m  r n

= m x{f) = mm \W [f ]{ r )\ (m ^2  Д  ||/JC(—1>(/))  , m 2 = max тд х  ||/-я ||с(/),
і= 1 j=\ ,j jz i

e ( j )  І

Доведення .  При фіксованому z застосуємо до функції F( t ,  z )  теорему 2. Покажемо, 
що 5 — m,i\z\. Для цього розглянемо систему лінійних алгебричних рівнянь стосовно 
вектора z

/і(т) /2(г)
/ί (Ό Γ2(τ)

L /(m- υ ^ )  / Г - ^ (т) _  / Γ - υ (τ) j[•(m —1)

/ т(т )
/ т ( Г) 

(ш  —1) /

'  Ζ ι F{t, z)
Ζ2

=

F'{t, z )

Zm_ p ( m - l ) ( r , 2 )_

(21)

Визначником цієї системи є вронскіан W[f ] ( r ) ,  який за умовою теореми не перетво
рюється в нуль в жодній точці відрізка І. Тому дана система сумісна та має єдиний 
розв’язок, який знаходиться за формулами Крамера

Wil f\F](t )  . п 
W{f](T) ’ ! ........Ш’

де Wi[f ,  F](t) — вронскіан системи функцій {.Д,. . . ,  /*_i, F, f i+x. . . . ,  /m}, іншими слова
ми, Wi[f ,  F](t) — це визначник, отриманий із вронскіана W[/](r) шляхом заміни його 
г-го стовпця col(/j, / ' , . . . ,  f - m 1 )̂ на стовпець правої частини системи (21).

Взявши модулі обидвох частин цих рівностей та просумувавши їх по і = 1 , . . . ,  m , 
одержимо тотожність

= ΣΝ- 1
Σ Ι ^ ΐ / ’ ^Μ Ι· (22)

m t m  έ ί

На підставі нерівності Адамара для матриці А = [α̂ ·] ·̂=j ,  де α̂ · Є С, отримаємо
m  m

нерівність І det АІ < Π Σ  3 як01 випливає оцінка
j =1 і= 1

771— 1 771

Η [ / , ί 1 ( τ ) | < ^ Η > ( τ , 2 : ) |  П  ІІЛІІСІ— Ч (л·
І=0 J=l,.Іфі



Тоді із тотожності (22) отримаємо нерівність

т  τη  _  j

о<т а х _ і \ F b \ r ,  z)\ > т ій И / ](г )|  ( т £  ||Л||с(т-і)) \ ζ \ = η ι λ\ ζ \ =δ .
*=1 J =

Оскільки функція F ( t , ζ )  задовольняє теорему 2 із значеннями δ = m,i\z\ 

Μ  = Μ( ζ)  := max ||F(j)(·, z)||c(/) < m2|z|, M /i < m 2/ m x,
\< j < m

то для фіксованого параметра z та У ε Є ^0, отримуємо шукану оцінку (20). □

Теорема 4. Нехай μ χ, μ 2 Є С4(І), і нехай врон ск іан  системи функц ій  {1, μ χμ 2, μ ι ,  μ2} 
відмінний в і д  н уля  на в і д р і з к у  І, тобто (\/т Є І ) W[l ,  μ χμ 2, μ χ, μ 2](τ) φ  0. Тоді д л я  
майже всіх (стосовно міри Лебега  в  просторі Ш) т із в ідр і зка  І, тобто д л я  майже всіх 
(стосовно ін д уковано ї  міри Лебега  н а К )  точок кри в о ї  К нерівність

~ С Г l + e 2ReAlfcT { -с Г .
{ 1 + еКе(А̂ ) т + |е^г  + еА̂ г |, k Є К,2, (23)

виконується д л я  всіх (крім ск інч енно г о  числа) векторів k, Є ΊΙ при  δ > Зр.

Доведення.  Введемо множини Вк = {т Є І  : |Ф*;(г)| < є к}, к Є 17, В  — множина тих 
точок т Є І, для яких справджується оцінка |Ф*;(т)| < є к для безлічі к Є Ζρ, де

т хк - & / 1 + e2ReAlfcT, к Є /Сі,
З Х I  l  +  e Re(Alfc+A2fc)T +  |e AlfcT +  e A2fcT|)

т і  =  π ι χ ( 1 , μ χμ 2, μ χ , μ 2).

Функцію Фа;("г), яка визначається формулою (13), перепишемо у вигляді

^ к ( т )  =  1 +  μ χ ( r ) p 2 ( r ) e (Alfc+A2fc)T +

P i ( r ) e A ^ T ( T A l f c  -  1) -  μ 2(τ )βΧι*Τ(T\Хк + 1), к Є /Сь

^  '  δί 1(ί ,ξ)=(0,τ )  № \ τ ) 1(ί ,ς)=(0, τ ) ’ Є ^ 2·

Функція Φ^(τ), як функція F(r, ζ), задовольняє умови теореми 3, де m  = 4, / і(г) = 1, 
І 2 (т)  = μ ι ( τ ) μ 2(τ),  / з ( г )  =  μ ι ( τ ) ,  /4(г) =  μ 2{τ ) ,

/ (1, е<А“ +А” )т , (TAlfc -  l )eAlfcT, —(ТХхк + l ) eAlfcT) , Л; Є /Сі,
( Z i , Z 2 , Z 3 , Z 4 )  -  -j  >  (Alfc+A2fc)T f l r fc( t , g ) | d r „ ( t , i )  I λ  ,  r

I V ’ ' ’ 9ί Ι(ί,ί)=(0,Τ)’ 5ξ l(t,C)=(0,r)/ ’ /Ч'2·

Оскільки виконуються нерівності

mifc-·5 ί  1 + e2ReÂ T + eReAifcT(|T’Aifc -  1| + |TAi* + 1|), к, Є JCX,

то при кожному к Є Z? випливають оцінки для міри множини В к

measR Вк < С5к~6/3.

Оскільки ряд Σ  measM Вк при δ > Зр мажорується збіжним рядом С5 Σ  к~6/3 , гго
keZP  k£Zr

з леми Бореля-Кантеллі випливає, що міра Лебега множини точок із І, що потрапляють 
у нескінченну кількість множин В к, дорівнює нулю, тобто measR В = 0. Тоді для майже 
всіх (стосовно міри Лебега в R) чисел т  із відрізка І  нерівність (23) виконується для  
всіх (крім скінченного числа) векторів к при δ > Зр. □

4 ІСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКУ задачі

Із формули (13) та оцінки (23) випливає, що умова (10) виконується для майже всіх 
т із І, тобто для  майже всіх точок кривої К.

Теорема 5. Нехай функц і ї  μ χ та μ 2 задовольняють ум ови  теореми 4. Тоді, я к щ о  ψ\ Є 
Hq+N+s і Ψ2 Є Н9+(5, д е  δ > Зр, то д л я  майже всіх (стосовно міри Лебега  в R) чисел т із 
в ідр і зка  І  і с н у є  р о з в ’я з о к  u  задач і  (1), (2) і з  простору  Н^//; як ий  зображається рядом
(4) і н е п е р е р вн о  залежить в і д  функц ій  ψ χ, ψ2.

Доведення .  В умовах теореми існує константа К т > 0, залежна від т Є І, така що для  
майже всіх т Є І виконується нерівність (23) при k > К т, причому min |Φ*(τ)| > 0.

тЄІ~к<Кт

Тоді із нерівностей (14), (19) та нерівності

hk{t, 0) + h k{t, T) < 4 (1 + eRe(Alfe+A2fc)r + |eAlfcT + eA2fcT|) 

отримаємо оцінки

k-2>N\u{‘\t)\2 <C,(k2<N+V\rlk\2 + k2‘\V2t\2), j = 0,1,2, (24)
де Ce = 2max2 |C2,4C4,C2 ■ max {1Hjg'(>r“T},C4 ■ max. {'‘«<‘.оНМ‘.т) }}

 ̂ r e i , k < K T 1 а  Л тЄІ,ІЄ[0,Т},к<Кт 1 кК п  >

Тоді із формули для  норми в просторі Hjv)9 та нерівностей (24) отримуємо оцінку 
для  квадрата норми розв’язку |М|^ < 3Ce(\\if\\\2Hq+N+/j + \W2\\2Hq+s), ЩО і треба було
довести. П

Дослідження підтримані ДФФД України (проект №28.1/010, проект №29.1/005).
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In the Cartesian product of a time segment and a spatial multidimensional torus, we inves
tigate nonlocal two-point problem with dependent coefficients on a smooth curve in conditions 
for typeless partial differential equation of the second order in time variable. Conditions for the 
one-valued solvability of the problem are established. Metric theorem on lower bound of small 
denominators on smooth curve are proved.
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второго порядка по временной переменной // Карпатские математические публикации. — 
2010. -  Т.2, №2. -  С. 101-110 .

В области, являющейся декартовьім произведением часового отрезка и пространстве- 
нного многомерного тора, исследована нелокальная двухточечная задача с зависимьіми 
козффициентами в условиях для безтипного дифференциального уравнения в частньїх 
производньїх второго порядка по временной переменной переменной, которьіе располо- 
женьї на некоторой гладкой кривой. Установленьї условия однозначной разрешимости 
задачи. Доказано метрическую теорему об оценке снизу мальїх знаменателей на гладкой 
кривой.
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С а в ч е н к о  О .

ПРОДОВЖЕННЯ ЧАСТКОВИХ РОЗМИТИХ МЕТРИК

Савченко О. Продовження часткових розмитих метрик  // Карпатські математичні пуб
лікації. -  2010. -  Т.2, №2. -  С. 111-115 .

Доведено, що існує неперервний оператор продовження стаціонарних часткових розми
тих метрик. Основний результат є аналогом теореми Е. Тимчатина і М. Зарічного для  
розмитих метрик.

В с т у п

Теорії продовження неперервних функцій і неперервних метрик певний час розвива
лися паралельно. Аналогом одного з останніх результатів для неперервних функцій - 
теореми про існування лінійних операторів продовження функцій зі змінною областю 
визначення [4] — є аналогічна теорема для неперервних метрик [9].

Недавно автор одержав аналоги деяких результатів про продовження для розмитих 
метрик [7]. Нагадаємо, що поняття розмитого метричного простору (fuzzy metric space) 
тісно пов’язане з поняттям ймовірнісного метричного простору [8], яке, в свою чергу, 
є узагальненням поняття метричного простору. У ймовірнісних метричних просторах 
значення відстані є не числами, як у випадку метричних просторів, а функціями роз
поділу. Існує кілька версій поняття розмитого метричного простору, однією з найпоши
реніших є версія запропонована в [2].

Інтерес до розмитих метричних просторів викликаний не лише їх різноманітними 
застосуваннями, але також і тим фактом, що структура розмитого метричного простору 
багатша, ніж структура метричного простору. Це може бути проілюстровано хоча б 
тим фактом, що існує поняття повного розмитого простору, та, на відміну від випадку 
метричних просторів, існують як поповнювані, так і непоповнювані розмиті метричні 
простори. Теорія розмитих метричних просторів розвивається у різних напрямках, і 
зараз розмитим метричним просторам присвячено багато літератури. Загальною проб
лемою є знаходження змістовних аналогів результатів метричної геометрії та топології 
метричних просторів у теорії розмитих метричних просторів.

2000 Mathematics Subject Classification: 18B30, 54В30.
Ключові слова і фрази: розмита метрика, метрика Прохорова, оператор продовження.

(с) Савченко О., 2010



У цій статті ми розглядаємо задачу одночасного продовження розмитих метрик. 
Основний результат є аналогом теореми Тимчатина і Зарічного зі статті [9].

1 Р о з м и т і  м е т р и к и

Нагадаємо, що неперервною ί-нормою називають бінарну операцію *: [0,1] х [0,1] —)■ 
[0 , 1], що задовольняє умови:

(i) * — асоціативна і комутативна;

(ii) * — неперервна;

(iii) а * 1 = а для кожного а Є [0,1];

(iv) a, * b < c  * d, якщо а < c і b < d, де a, b, c, d Є [0,1].

Коротко кажучи, неперервна ί-норма — цс бінарна операція *: [0,1] х [0,1] —> [0,1], така 
що трійка ([0 , 1], <, *) є впорядкованим абелевим топологічним моноїдом з одиницею 1. 
Прикладами ί-норм є функції a * b  = ab, a * b  = min{a, b}, a * b  = max{a + b — 1,0}, a ,b  Є 
[0,1] (остання ί-норма називається t-нормою Лукасєвича).

Означення 1.1. ([2]). Розмитим метричним простором називають уп о р я д к о в а н у  трійку 
(.X , М, *), таку щ о  X — н епор ож ня  множина, * — н еп ер ервна  t-норма і М — розмита 
множина на X x X х (0,+ос), щ о  за д о в ол ьн я є  умови

(i) M (x, у, t) > 0 ;

(ii) М(х,  у, /,) = 1 тоді і лише тоді, коли х = у;

(iii) М (х, у, t) = M (у, x, t);

(iv) М(х,  у, t) * M (у. z , s) < М (x, z, t + s);

(ν) функц ія  М(х. у, —): (0, +оо) —> (0, 1] — неп ер ервна

д л я  всіх х, у, Ζ Є X , s, t > 0.

Функцію М  називають розмитою метрикою  на X (стосовно ж). Нехай х Є X , r  Є 
(0,1) і t > 0. Множина B (x , r , t ) = {у Є X \ B(x , y , t )  > 1 — r} називається кулею
радіуса r  з  центром у  точці х, що відпов ідає  t. Множина всіх куль служить базою
для (метризовної) топології на X (див. [2]). Надалі у розмитому метричному просторі 
будемо розглядати лише цю топологію. Для кожного A C X, r  Є (0,1), t Є (0, оо) 
приймемо Ar'i = U{В(х, r, t) І х Є A} C X.

Якщо функція М(х, у ,  —): (0, -f оо) —> (0,1] — стала для кожних ж, у Є X,  то таку 
розмиту метрику називають стаціонарною ро змитою метрикою  на X .У  цьому випад
ку пишуть М(х, у )  замість M(x, y , t ) ,  В (х , г ) замість B( x , r , t ) та Аг замість Аг,і.

2 П р о с т і р  ч а с т к о в и х  р о з м и т и х  м е т р и к

Нехай X — метризовний простір. Через SFM.  позначаємо множину всіх розмитих 
метрик, означених на непорожніх компактних підмножинах множини X . Той факт, що 
стаціонарна розмита метрика М  означена на множині А, записуємо так: А = dom(M) 
або М  Є SFM (A ).

Нагадаємо, що гіперпростір ехрУ метризовного простору Y — цс множина нспо- 
рожних компактних підмножин в Y ; якщо топологія в Y породжується метрикою d, то 
топологія в exp Y породжується метрикою Гаусдорфа dn'·

dH{A, В) = inf{г > 0 \ А с В Т, В  С Аг )

(тут через Сг позначено r -окіл множини С).
Оператором продовження часткових розмитих метрик називають відображення

е: ( J  S J ’M(A) -> S 7 M
Л Є е х  р Х

таке, що виконано умову

e(M)|(dom(M) x dom(M) x (0, оо)) = Μ

для кожного М  Є S F M .
На множині S F M  можна означити топологію, індуковану ототожненням кожної 

розмитої метрики М з  ї ї  графіком Гм = {(х,у,  М( х , у )) \ (х, у)  Є X x X) ,  який, у свою 
чергу, є елементом гіперпростору ехр(Х X X X [0 , 1]).

Через Р{Х) позначимо простір ймовірнісних мір на компактному просторі X. У 
статті [6] розглянуто розмитий аналог метрики Прохорова на компактному розмитому 
просторі (X, М, *), де через * позначено f-норму Лукасєвича.

Функція М: Р(Х)  x Р{Х) х (0 , оо) -* [0 , 1] визначається формулою

Μ(μ, i/, t) =1 -  inf{г Є (0,1) І μ{Α) < и(АтЛ) + г і и{А) < μ(Ατ’1) + r 

для кожної борелівської множини А С X }.

Легко бачити, що для кожної стаціонарної розмитої метрики М  розмита метрика М 
теж є стаціонарною.

Теорема 1. Нехай X — компактний метризовний простір. Тоді і с н у є  н еп ер ервний  оп е 
ратор п р о д о вж енн я  часткових розмитих метрик е :

Довед ення .  Розглянемо підпростір Y = {(А, μ,) Є ехр(Х)  x Р( Х)  | A D supp(//)} С 
ехр(Х) х Р( Х)  і нехай /: Y —> exp X — звуження проектування на перший співмножник. 
Відображення / має опуклі прообрази, і з загальних результатів теорії функторів у ка
тегорії компактів випливає, що / відкрите. З теореми Майкла про селекцію [5] випли



ває, що відображення / м’яке, тобто володіє властивістю продовження параметризова- 
них часткових селекцій [1]. Зокрема, відображення φ:  Ζ —> Υ ,  де Ζ = {(А,ж) | х Є А] С 
expX x X,  визначене формулою ψ(Α, х) = (А, 5Х), має продовження Ф: expX x X Υ  
таке, що /Ф = pr: : expX x X —> expX (проекція на першу координату).

Визначимо тепер оператор е! формулою

е ' (М) (х, у )  = М (Ф(сІс)іп(М), х), Ф(с1ош(М),«/)),

де М  Є Х’ У Є Х '
Взагалі кажучи, е'(М) може бути стаціонарною розмитою псевдометрикою на X,  

тобто рівність е ' (М)(х,  у)  = 1 не гарантує, що х = у. Міркуючи, як і в доведенні основно
го результату з статті [9], можемо знайти зліченну сім’ю відображень {Ф :̂ exp X х X -»
Y І і Є Ν} таку, що для кожних М  Є LUeexpX SFM.{A) і кожних х, у  Є X існує таке 
і Є N, що М(Фі(сІот(М), ж), Φ*(άοηι(Μ), у) ) < 1. Тепер визначимо

Зі сказаного вище, а також результатів статті [7] про розмиті метрики на зліченних 
степенях випливає, що е — оператор продовження часткових розмитих метрик.

Перевірка неперервності одержаного оператора відбувається аналогічно, як і у статті 
|9]. □

Аналогічну задачу можна сформулювати і для нестаціонарних розмитих метрик. 
Основна трудність, яка при цьому виникає, полягає в тому, що області визначення таких 
метрик будуть некомпактними. Відповідний результат про продовження неперервних 
функцій з некомпактними областями визначення отримано в [3].
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РОЗВ’ЯЗНІСТЬ БАГАТОТОЧКОВИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З 
ПАРАМЕТРОМ Д Л Я  СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Собкович Р.І., Казмерчук А.І. Розв’язність багатоточкових крайових задач з парамет
ром для системи диференціальних рівнянь // Карпатські математичні публікації. — 2010.
-  Т.2, .Vs2. -  С. 116-122.

Розглянуто багатоточкові крайові задачі для нелінійних систем диференціальних рів
нянь з параметром. Доведено теореми існування та єдиності.

Розглянемо систему диференціальних рівнянь

Х(п) = /(^,.т,х/, . . . , . х (" - 1\А) + ЛА, (1)

де х = (.Ті, .т2, . . . , Xт)Т, / = (/і, І2, · · ·, f m)T і параметр А = (Аі, А2, .. ·, \т)Т ~  вектори 
m-вимірного евклідового простору Ет, А — невироджеиа матриця, та поставимо задачу 
відшукання ї ї  розв’язків, які задовольняють умови

x(ti) = x®, і = 1, 2, . . . , п  + 1; 0 < t\ < ί2 < . . .  < tn+1 < h. (2)

Оскільки кількість умов, які повинен задовольняти розв’язок, більша від порядку 
системи, то задача (1), (2), взагалі кажучи, розв’язків може не мати. Досягти виконан
ня всіх умов (2) можна за рахунок вдалого вибору параметра А, який у цьому випадку 
виступає у ролі керування. Фактично задача, яку ми досліджуємо, є різновидністю до
бре відомої із якісної теорії диференціальних рівнянь задачі Валле-Пуссена. На відміну 
від різних методів ї ї  дослідження, розглянутих авторами ряду статей (див., наприклад, 
[1, 3]), де задача (1), (2) розглядалася для рівнянь першого порядку, ми пропонуємо 
повий підхід, який ґрунтується на відшуканні розв’язків на множині функцій, що за
довольняють умови (2). Його застосування дозволило сформулювати та довести нові 
теореми існування та єдиності розв’язків задачі (1), (2), обґрунтувати існування шир
ших, у порівнянні із наведеними у вказаних вище роботах, класів функцій, для яких 
досліджувана задача має розв’язок, а також отримати конструктивні алгоритми для їх 
відшукання.

Нехай функція f ( t ,  у0, у \.. . . ,  у п-\ ,уп) визначена та неперервна в області D = [0; h] х
/0 x /, х . . .  х /п, /., = [αβ; bs\, s = 0 , 1, . . . , τι.

2000 Mathematics Subject Classification: 34A34.
Ключові слова і фрази: система диференціальних рівнянь, п-точкова проблема.

©Собкович Р.І., Казмерчук А.І., 2010

Означення. Пару (χ»(ί),  А*} буд ем о  називати р о з в ’я зком  задачі (1),(2), я к щ о  функц ія  
x*(t) — п раз ів  д иф ер енц ій о вна  на в і д р і зк у  [0; /і], x»(t) Є /о, xis\t.) Є Is , s = 1 ,2 , . . . ,  7г — 1, 
А» Є [о.п , Ьп], тотожно справджується  рівність

х(n)(0  = f( t ,x, ( t ) ,x ' t ( t ) , . . . , x  і" 1}(0,А,) + ЛА*,

а також виконуються ум ови  x*(tt) = χ (·.

Користуючись методикою, запропонованою у роботі [2], побудуємо інтегральний опе
ратор L[f{t, х, х1, . . . , А)] таким чином, щоб всі розв’язки системи х = L[f] (якщо
вони існують) задовольняли умовам (2). Шукатимемо L у вигляді

L[f) = Oi(i) · ( J  ■ f{s , x(s), x'(s),. . . , х-(п“1)(б·), A )ds + x·,0 j , (3)
i=l

вимагаючи при цьому, щоб функції «;(£) задовольняли умови

= I  г =  1,2, . . . ,7 і  + 1. (4)
1 1 , 7 =  *,

Диференціюючи рівність x = L [/], отримуємо співвідношення

χ' = Σ > ' ( 0  · i J 0 i ( s )  ■ f ( s , x ( s ) , x\ s ) , . . .  , χ (η υ (χ), A)ds  + .r? j  +
t

n+1
/(.s, x, X , . . . ,  x{n 1}, A) · ^  ■ Pi(t)).

i=1
Нехай функції с*і(£) та A (0  задовольняють рівність

n+ 1
· А(<) = °· (5)

і= 1

Продовжуючи процес диференціювання та накладаючи на функції α»(ί), /3t(i) обмежен
ня, тобто

п+1

· А(<) = 0, я = 1,2 , . . .  ,77. -  1, (6)
г=1

на n-му кроці отримаємо рівняння

п+ 1 / » \ п+1

= y j  Pi(s) ■ f ( s ,  . . . ) d s  + x° J +/(s , x , x/, . . . , rE(n“1), A ) - ^ a , (n“1)(i)-A:(i)).

Нехай виконуються умови

χ{η)
i=1 \ i / t=l



n + l

= 1. (8)
i= l

Для відшукання функцій а г(і), β τ(ί) дістаємо систему рівнянь (4)—(8), розв’язуючи яку, 
знаходимо

а ' ( ‘ ) = Ш ' Р. М = П ( * - У ,  т  = ■ і = 1,2, . . .  , ι ι  + 1.

Таким чином,

ад = Σ  ̂  (/  V - У '/(s’x(s)’ x'(s)’ ···’ «’""w.a)* +*? j  ·

Зауважимо, що побудований таким чином оператор L довільну неперервну на про
міжку [t\] tn+\] функцію g( t )  відображає у п  разів диференційовну на цьому проміжку 
функцію p(t ) = L[g(t)\, яка задовольняє умови p(ti ) = xf, і = 1 , 2 , ,  п  + 1. Серед інших 
властивостей оператора L відзначимо, що L[f  + с\ = L[f] для довільної векторної сталої 
с. Справді,

r г <■ і і r г <·ι і / nn+l , Ί C унт [t -  t i)n~X _
L[ J +c \ - L[ l ]  + ( 1) n , - а д  + п ! ' Ш  P .( i .) LM'

оскільки Σ  (*ρ*(1ο ' = ДиФеРенДІюючи n разів рівність
г=1

X = L[ f ( t , x , x ' , . . . , x{n 1), А)], (9)

отримуємо
t

χ(η) = Σ ^ )  · ( /  (f(n - i ) !  ■ f ( ^ - - - ) ds  + x°ij + f { s , x , x ' , . . . , x {n- 1\ A). (10)

Оскільки

то продиференційований вираз є константою. Покладемо

^ - Σ ^ ( / % ϊ π ί 5Γ·Λ·····)*+*ί)· <п>

Тепер очевидно, що коли пара {χ*(ί),λ*} задовольняє систему (9), (11), то вона 
буде також розв’язком задачі (1), (2). Справді, для довільного розв’язку χ*(ί) рівняння

х = L[f], як випливає із (10) та (11), маємо х = L^[ f ]  = f  + АХ. Крім цього,
ж,(ii) = L[f ( t ,  ~)]|t=t. = х° і г = 1,2, . , . , η  + 1.

Приступимо до встановлення умов існування розв’язків задачі (9), (11). У просто- 
/ и0 \

Щ
Є £ т ("+1) введемо в розгляд оператор Р, означивши йогорі векторів V =

рівністю

^п — 1
\ J

P (v )

L[ f ( t , u0, u i , .. гх„)]

Σ  щи)  ’ ( ■/' (t(n-i) !1 ' /(*>цо(з), · · ■ ,Hn-i(s), l in)ds + X 
*= 1 * \t»

Σ  4 ж г  ' ί  / (t(n-i")i1 · цо(5) ’ · · · ' цп-і(з), un)ds  +

V
^ 1 - Σ  РЩ ■ ( / W  •/(«.«o(e)..--,«„_i(s),T^l)d5 + x?

/

де u0(i) = x(t),  ui ( t )  = x'(t), . . . ,  un- i ( t )  = z (n_1)(i), = А. Із неперервності функції
/(/,, yo, уІ5. . . ,  yn_i , у п) випливає існування таких векторних констант М та М, що для 
всіх точок області D виконується нерівність

K  < f ( t , y o ,  • •■, Уп)<М (12)

(тут і далі нерівності між векторами та матрицями розуміємо покомпонентно).
Нехай S — множина векторів ν Є Етіп '' гК координати яких задовольняють умови

+
Л, М - М
п\ +  P s  <  U s  < b s

Λ, М - М
n\

- p s , s = 0, 1, . . .  ,n -  1,

, а - і  і I M - M  .
an + И 1-І ---- ------- Ь n -

n + l
Xi

i= l

■ . - 1, , M -  M  < X < bn — \ A | · | — -------1- n!
n+lV—' X i 

i=  1 P i ^

n+l
де h» = £

i=l A (t i) (t -  U)n+l Ps = |p(s)( i , x - 1 , . . . ,ж п+і)|с , ρ ( ί,Χ !, . . .  ,Xn+l) = Щ ,  

(  щ  \ 
щ

7̂1—1 
У 7̂1 )



що виконуються співвідношення  

/

Я'п-1 Н 

а„ + |Л| 1 

/

h n - i  М - М
пі
М - М + П!

+ Рп-1 
71+1

Е
Хг

1=1

L hn M - M
&0 -  ^  ̂ 2------- №
l  _  h i  M - M  _

n ! 2

&η — 1

bn -\A\-1 ·

h n - i  M - M
n\! 2
M - M + n!

- P n - l
n-f-1
Σi=l

(13)

/
Ми не будемо зупинятися на детальному обґрунтуванні даних нерівностей, а ли

ше зауважимо, що при їх доведенні рівняння (9) доцільно, враховуючи доведену вище 
властивість оператора L, зобразити у вигляді x = L[f (t ,  х, х' , . . . ,  А) —м+м

2 j, ОСКІЛЬКИ у

Ж · · · )
м+м < М - М

— 2цьому випадку підінтегральна функція задовольнятиме умову 
Зауважимо, що дана оцінка краща від традиційних (у випадках оцінок виду |/(/,.. .)| < 
М).

Із системи нерівностей (13) випливає, що P(v)  Є S. Оскільки оператор Р  переводить 
множину S  у себе і є цілком неперервним (це випливає із неперервності функції /), то 
в S існує хоча б один розв’язок операторного рівняння

V = P(v) .

Таким чином, справедливим буде наступне твердження.

(14)

Теорема 1. Нехай функц ія  f ( t , х, x', . . . ,  х̂ п А) — ви значена  та н еп ер ервна  в області 
D. виконується нерівність (12), а також множина S  — непорожня .  Тоді задача  (1), (2) 
має в S хоча б  о дин  р о з в ’я зок .

Дослідимо умови, при яких розв’язок — єдиний. При цьому будемо вважати, що в 
області D функція /(£, у0, у\, . . . ,  у п) задовольняє умови Ліпшиця за змінними Уо,Уі ,· ■ ■, 
уп з матрицями K s , s  = 0 , 1 , . . .  ,п, відповідно, тобто для довільних двох точок (t, г/о, 
Уі , . . . ,Уп) ,  {t, Уо, У\, ■ ■ · , Уп) є D виконується нерівність

\f ( t , y0, y U . . . , Уп)~ f ( t , y o , m,  ■ . . ,Уп)  І < Σ Κί  ' \Уг ~ & І· 

Розглянемо ітераційний процес

(15)
і=0

вибравши початкове наближення у вигляді v0(t) =

(  p ( t , X x , . . . , X n )  \

p ' ( t , x  1 , . . .  , х п )

\

рп 1( t ,x1, . . . , х„)
п+1

п ' ■ А~' ■ Σ  7#л
1 = 1

. Враховуючи

умову (15), знаходимо
К +1 -  «ki = IP v k -  P v k- 1| <

I  \L [\I(t, Uok ,ΊΙιk, . . .  , Unk) — f ( t ,  Uok l , U\k_1, ■ ■ ■ , wnfc_i
n+1
Σ
i = l

φ )
P i ( t i ) f  \ n - l ) l  II u lki ■ · · ’ u nic) fif") ) ^^lfc-i) · · · > ?/,nfc_i ) II df

\

n-bl t

1 n 
i ^  \ P i ( u ) \  i = l

J \ U  - s l ” - 1 · | / ( i ,M 0fc,·  
t i

• ч i ) \ d s

<

( Ur \ho ' E  Ki\uik
i=0 n

h i  ■ E  K i\u i k -  u i k- l i e  
1=0 n

\a 1 -Е  Ki\uik ~ uik~ і It 
i=0

Із останньої векторної нерівності отримуємо рекурентне співвідношення

kfc+lWlc < Q\rk{t) |с,

V /

(17)

де Q — hoKo  + h\K\ + .. ■ + hnK n, r k(t) — E  Кі\щк 'ulrifc_.11, k — 1, 2, . . . .  Ітеруючи
i=0

нерівність (17), дістаємо |rfc+i(£)|c < Qk\r\(t)\c . Такі міркування дозволяють сформулю
вати наступне твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови  теореми 1, нерівність (1), а також всі  власні 
знач ення  матриці Q лежать в  одиничному крузі .  Тоді задача  (1), (2) має є диний  р о з в ’я 
з о к  {x*(t), А*}, до я к о г о  при  k оо рівномірно  по  t. Є [t\] /п+і] зб ігається послідовність 
векторних функц ій  (13). Похибка характеризується при  цьому векторною нерівністю

(  M O - ^ W I  \
14 (0  - < ( 0 1

< Q k( E - Q ) - l \ux{t ) - uo{t )\c , (18)

V
Ix t l\t )  -  x[r x\t)\ 

|Afc — А* I

д е  Ε — о динична  матриця, k = 1, 2, . . . .

Доведення .  Оскільки всі власні значення матриці Q лежать в одиничному крузі, то
1-1
V  Qk+l ^ Q k -У "  Q1 = Qk - (Е - Q ) ~ \  lim Qk = 0
‘  ^  ‘  J  fc—>oc



Тому

/-і
I ri+k(t) -  rk(t)\c < £  Qh+i · I n ( t )  -  ro(i)|c < Q k - ( E -  Q)~l · I n i t )  -  ro(t)\c . (19) 

i=0

Звідси випливає рівномірна no t Є [t i ; tn+i] збіжність послідовностей {uik(t)},
i = 0 , 1 , . . .  , η  -  1, lim u ik(t) = ui t , it0„(i) = x*(t), un, = А*. Те, що послідовні набли-

к—їоо
ження Uik(t) належать області £>, випливає із структури множини S. Очевидно, що 
функція x*(t) задовольняє умови (2), оскільки ці умови задовольняють всі наближе
ння xk(t). Оцінки похибок (18) випливають із (19) за рахунок граничного переходу 
при І —> оо. Єдиність розв’язку {χ*(ί),Λ*} обґрунтовується методом від супротивного. 
Теорема доведена. □
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Ш а р и н  С .В .

ПОЛІНОМІАЛЬНІ ПОВІЛЬНО ЗРОСТАЮЧІ РОЗПОДІЛИ

Шарин С.В. Поліноміальні повільно зростаючі розподіли // Карпатські математичні пуб
лікації. -  2010. -  Т.2, № . -  С. 123-132.

У роботі побудовано поліноміальний (нелінійний) аналог повільно зростаючих розпо
ділів Шварца. Розглянуто узагальнену операцію диференціювання у просторі поліномі- 
альних узагальнених функцій, а також перетворення Фур’є-Лапласа таких розподілів. 
Наведено приклади.

В с т у п

Узагальнені функції Шварца давно стали класичним інструментом математичної 
фізики. Проте ряд задач, наприклад, квантової теорії поля (див. [4]), вимагають поліно- 
міального (нелінійного) узагальнення поняття узагальненої функції. У роботах (11, 12] 
побудовано поліноміальні ультрарозподіли та розглянуто поліноміальне узагальнення 
операції крос-кореляції і перетворення Лапласа. У цій статті ми вводимо клас Р'(е>+) по- 
ліноміальних повільно зростаючих узагальнених функцій, що є узагальненням простору 
S'+ класичних розподілів Шварца. При цьому простір Р'(«5>+) з точністю до ізоморфізму 
асоціюється із згортковою алгеброю коефіцієнтів Πηεζ+ Щ° дозволяє ввести на
Р'(5+) структуру алгебри.

Зауважимо, що є інші широко відомі нескінченновимірні узагальнення класичних 
просторів розподілів, які використовують методи гауссівського аналізу білого шуму і 
концепцію трійок Гельфанда [7, 9, 10].

1 П о п е р е д н і  в і д о м о с т і  і о з н а ч е н н я

Нехай X, Υ  — локально опуклі комплексні векторні простори. Позначимо J f ( X, Y)  
простір всіх неперервних лінійних операторів з топологією рівномірної збіжності на 
обмежених множинах в X.  Для простоти писатимемо ^f ( X)  замість Jzf (X. X).  Сильно

2000 Mathematics Subject Classification: 46G20, 46F25.
Ключові слова і фрази: поліноми на нескінченновимірних просторах, ядерні (F) та (DF) простори, 
повільно зростаючі узагальнені функції.
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спряжений простір до X ми будемо позначати Xі. Дію функціоналу f  Є X'  на елемент 
х Є X ми будемо записувати (/ | х).

Для довільного η Є N позначимо Sf ( nX,  C) := Sf ( X х . . .  x X,  С) простір всіх не
перервних η-лінійних функціоналів. Функціонал F  Є S f ( nX,C)  називається симетрич
ним, якщо F(xu . . .  ,х„) = F(xa{1), . . . , .τσ(„)), де σ  — довільна перестановка множини 
{Ι , . , . ,η} .  Простір всіх симетричних п -лінійних неперервних функціоналів позначи
мо Sf<t(nX,C). Визначимо так зване діагональне в ід ображення  як природне вкладення 
Ап : X 3 х і— > (х , . . . ,  х) Є X х . . .  х і  Відображення Р  називається неперервним  
п-однор ідним поліномом , якщо знайдеться F  Є S f ( nX,  С) таке, що Р(х)  = F( An(x)). 
Простір усіх неперервних η-однорідних поліномів позначимо Рп(^0 і наділимо його то
пологією рівномірної збіжності на обмежених множинах в X . За означенням приймемо 
Р0(Х) = С. Для детальнішого ознайомлення з основами теорії поліномів на нескінченно- 
вимірних просторах ми рекомендуємо книгу [5].

Для n-го (симетричного) тензорного степеня простору X будемо використовувати 
позначення ®пХ (відповідно ®”Х). Поповнення тензорного добутку 0  (симетричного 
тензорного добутку ®я) в проективній локально опуклій топології позначатимемо (8>р 
(відповідно ®s,p).

Для означення простору РП(Х) можна використати лінійні топологічні ізоморфіз- 
ми Pn(X) ~ Sfs (nX, С) ~ ((Е^Х)*, описані у книзі [5]. Якщо розглянути природне 
вкладення

: X х . . .  x X 3 (хи  . . .  , хп) і— > χχ ® . . .  &> хп Є ®рХ,

то ізоморфізм (<8>"рХ)' З  Рп 1— > Рп '■= Р п  °  ® п 0 Δ η Є РП(Х) однозначно визначає 
η-однорідний поліном як композицію

Рп{х) = (рп І ®пх), де ®п x := х ® ® х = (®п О Ап)х, х Є X. (1)

Простір ВСІХ скінченних сум Р(Х) = { р  = Σ  Рп·· Рп Є Рп(Х),  m  Є n } , наділений
*· п=0

топологією рівномірної збіжності на обмежених множинах в X,  називається простором  
неперервних поліномів на X. Простір Р(Х) є топологічною алгеброю з одиницею і мно-

П

ЖЄННЯМ Р(х)  ■ Q(x)  = Σ  Σ  Рт(х) ■ Qn-m(x)·
пЄ2_і- гп=0

Символами Р'(Х), Р'п(Х) ми будемо позначати сильно спряжені простори до Р(Х), 
Р„(Х) ВІДПОВІДНО. Аналогічні простори ПОЛІНОМІВ Р(ХГ)> Рп(Х') І сильно спряжених до 
них просторів Р'(Х'), Р'п(Х') ми вважаємо визначеними для простору X'.

X
Всюди в роботі символом [ j  ®"рХ ми позначаємо декартовий локально опуклий

n€Z+
Θ

добуток  і Σ  ®%Х — пряму локально опуклу с у му  симетричних тензорних степенів
n€Z+

<8>"рХ простору X ; аналогічно для простору X' . Зауважимо, що елементи прямої суми 
містять лише скінченну кількість доданків.

Нехай простір X є ядерним (F)  або (DF) локально опуклим простором (див. [8 , 3]). 
Зауважимо, що у цьому випадку простори X' і (®"іРХ )' — топологічно ізоморфні.

Наведемо ряд тверджень, доведених у роботі [12], які дають тензорну характеристику 
відповідних поліноміальних алгебр.
Т вердж ення 1.1 ([12]). Справджуються  наступні лінійні топологічні і зоморфізмн

X -  ®

«”„x' ~ Р„(Х), ~ ρηρο, П <>х' -  Ρ'(·Γ>· Σ  - ρ(χ')·
Елементи простору Ппе2+ ®s,pX' н а  ДОВІЛЬНИЙ X Є X діють за формулою

/ X ф \ X

р {х ) ;= ( П Σ  ) = Σ  р =
nGZ+

де Рп(х) визначається формулою (1). Зауважимо, що множина Σ ^  ®пх є тотальною 
підмножиною в Σ ®  ®s,p^·
Н аслідок 1.1 ([12]). Простори Р'(Х') і Р(Х') утворюють двоїстість (Р'(Х') \ Р(Х' )) .  
Крім того, я к щ о  X н еп ер ер вн о  і щільно вкладається в  X', то правильним є  н еп ер ер вн е  
щільне  вклад ення  Р(Х') Я-> Р'(Х').

Елементи простору Р'(Х') ми називатимемо поліноміальними у за гальненими функ
ціями. їх  можна розуміти як поліноми на просторі X в розумінні формули (2). Надалі, 
враховуючи ізоморфізм Τχ/, поліноміальні узагальнені функції деколи будемо запису
вати у вигляді (Р1 ,Р 2 , . . .  , Р „ , . . . ) ,  де Рп Є ® " р Х ' .

Т вердж ення 1.2 ([12]). Пряма сума Σ η β ζ + ®",ΡΧ  = {^ = Σ ®  Ψ η ·  ψ η  Є } є
Ф / п  \

локально оп уклою  алг еброю  ВІДНОСНО згортки φ * ψ : = Σ  ( Σ  Ψπι ®s Ψη-τη j ,  І відоб-
nSZ+ m=0

раж ення  { 5]]® *} —̂  {Ρ(Χ'), ·} є  і зоморфізмом алгебр.
Н аслідок 1.2 ([12]). Множення алгебри  Р(Х') може бути єдиним чином про 
д о в ж е н е  д о  множення в  Р'(Х'). Простір Р'(Х') є  топологічною алг еброю  в і дн о сн о  в в е д е 
н о г о  множення  і Ύχ  о дно значно  продовжується  д о  алгебра їчного  ізоморфізму

У просторі S f  [^Σηεζ+ неперервних лінійних операторів з Ση&ζ+ ®",р^ в се^е

розглянемо підалгебру Jfp Σ  
інваріантними, тобто

s e

де, очевидно, 0°рХ = C і = X- Використовуючи ізоморфізм Τχ, ми буде
мо асоціювати відповідні операторні алгебри, а саме ЛЄ Σηεζ+ ®"р^ — ^  [Р(^0 ] ‘

ne ζ+ операторів, які залишають простори

0 0 .. \
ф φ 0 0

Σ  <>х Σ
пЄ Z-f nGZ-f 0

\ ■■
0

• /



2 ПОЛІНОМІАЛЬНЕ РОЗШИРЕННЯ ПОВІЛЬНО ЗРОСТАЮЧИХ УЗАГАЛЬНЕНИХ 

ФУНКЦІЙ

У роботах [11, 12] побудовано поліноміальне розширення ультрарозподілів з носіями 
на півосі [0, +оо) та в конусі R+ відповідно і розглянуто узагальнення перетворення 
Лапласа для поліноміальних ультрарозподілів.

Нехай S  := «S(R), S' := <S'(R) позначають класичні простори Шварца швидко спа
дних функцій та повільно зростаючих узагальнених функцій відповідно. Відомо [1], що
S  є ядерним (F) простором, a S' — ядерним (DF) простором.

Розглянемо в S' підпростір S'+ тих розподілів, які тотожно рівні нульовому функ
ціоналу на півосі (—оо, 0). Нехай (<S+)° — поляра підпростору S'+ відносно двоїстості 
(S', S). Тоді дуальним до буде факторпростір

S+ := S/(S'+)° = {φ = φ + ψο'. φ Є S, ψο Є (‘5+)°} ·

Нехай θ(χ)  позначає характеристичну функцію додатної півосі. Ядро оператора мно
ження на функцію Хевісайда θ(χ)

Θ: S З ψ і— У θφ Є 5 ;

співпадає з (S'+)°. Тому для його образу 0[«S] правильним є топологічний ізоморфізм 
S+ ~ 0[<5]. Таким чином, кожен елемент φ  Є S+ можна розуміти як регулярний розпо
діл з простору S'+.

З теорії ядерних просторів [2] випливає, що S'+ є ядерним (DF) простором, a S + — 
ядерним (F) простором. Крім того, S'+ є згортковою алгеброю з одиницею 0(х), де 
δ(χ) — дельта функція Дірака, a <S+ є алгеброю відносно поточкового множення будь- 
яких представників відповідних класів суміжності.

Множина («S+)° є ідеалом в алгебрі S,  інваріантним відносно лівосторонніх зсувів. 
Тому у факторпросторі iS+ коректно визначено напівгрупу зсувів

Tt : S+ З φ( χ)  і—> θ φ ( χ  + ί) Є 5+, t > 0.

Ідеал (*S+)° є також інваріантним відносно оператора диференціювання D,  тому корект
но визначеним є оператор

D \ S+ 3 φ  і—> D(<p) Є £+·

Нехай T/ і D' — спряжені оператори до Tt і D відповідно відносно дуальної пари 
{S'+, S+). Зауважимо, що простір 5+ неперервно і щільно вкладається у простір S'+ 
(це випливає з вкладення S  9-> S'). Отже, ми можемо розглянути простір поліномів 
P(«S+) і його спряжений P'(«s;), для яких згідно із наслідком 1.1 виконується неперерв
не щільне вкладення P(«S+) Ч-> P'(«S+). Крім того, (P'(«S+), P(<S+)) — дуальна пара.

Теорема 1. (і) Однопараметрична с ім ’я  {Γ(Τ/)}ί>0 лінійних операторів, яка  визначена

на згортковій алгебрі  j Σηεζ+ ®s,p^+>*} рівністю

д е  Qn = qn О  (g ,n  ° Δη Є Pn(«S+), qn Є ®”P«S+, є  одностайно н еп ер ер вн ою  (Co) нап ів групою  
алгебра їчних автоморфізмів.

Її  генератор dT(D') належить и ідалгебр і  Σ ηεζ+ ®s,p^+ і на д ов ільний  елемент

Я = Σ®εζ+ Яп Є Σ®εζ+ Де Яп = ®ηψ  Є φ  Є S+, д і є  за  правилом

θ  η

dr(£>')? = У ]  У  φ  ® · · · 0  φ  <S> D(cp) ® φ  g> · · · ф у? ■
З 1 j  n - j

(іі) Однопараметрична с ім ’я  (Г(ТІ) }ί>0 лінійних операторів, яка  ви значена  на з г о р 

тковій алгебрі  |Πηεζ+ рі вні с тю

X
[T5; r(T t) T - ; (/>)](*>) = P(Tttp), P  = Π  Ρη e P'(S'+). φ  e <S+,

nGZ-j.

д е  Pn = Ρη Ο ο Δ„ Є P„(«S+), Pn є Є одностайно н еп ер ервн ою  (С0) нап ів групою
алгебраїчних автоморфізмів.

Її генератор  άΓ(D) належить п ідалгебр і  [Πη€Ζ+ 0 ”p<s ; j  і на д ов ільний  елемент

Р = П nez+ Ρ η  Є Πηεζ+ ® I p S '+> Де Ρ η  = ®п/ Є ®"ρ<$+> / e S'+, д і є  з а  правилом

X П
d r (D)p = -  TT Υ "  / <8> - - - <8) / <8> D' ( f )  <g> / <8> · · · Θ / .

A J .  / ν  ^  Ч, ■ ■— ь .  ✓f S
j = 1 j  n ~J

Доведення .  Нехай S n позначає поповнення простору S  за нормою

|МІ«= sup (1 + x2)n/2\Daip(x)\, φ Є S, n Є {0} U N.
хЄК, 0 < a < n

Для кожного n Є {0} UN розглянемо факторпростір := S n/(S'+)°. Тоді простір S+ 
може бути зображений у вигляді проективної границі [1]

<S+ = lim pr «S",
η —ΪΟ Ο

причому кожне вкладення C S™ (n = 0,1, 2 , . . . )  цілком неперервне. Використо
вуючи відому [6] властивість комутативності проективних границь із проективними 
тензорними добутками отримаємо

0 ”р£+ = <8>”р Hm pr S I  = lim pr . (3)
n —t o o  n —>CX)

Система функцій

qn = ®n4> ■■ ( h , . . . , t n)>—> ψ(ί  i) ® · · · $5 tp(tn), (4)

де φ  Є S +, є тотальною підмножиною в ®"p<S+.



З твердження 1.1 випливають рівності

[τί+Γ(7ϊ)ϊ^ (<?)](/) = Σ  (® " 1«")= Σ № * " 'β ,;ίΙ»>«···«(>) =
nGZ+ nGZ+

Σ (т</1 ¥>>” = Σ (/1 Γ·ν>>” = Σ < ®” f і ®п(зд> = Σ (®” я (®"T.)(?j>.
nGZ+ nGZ-f nGZ-f.

Для кожного η розглянемо напівгрупу 0 пТг на тотальній підмножині (4) в просторі 
>;"р5 +. Оскільки оператор Tt здійснює лінійну заміну змінних, то, очевидно, маємо

\\Τιφ\\η = \\ψ\\η, Vn Є {0} U N.

Звідси, а також із регулярності проективної границі (3), випливає одностайна неперерв
ність напівгрупи 00nTt в просторі 0 ”р£+ для кожного п = 0,1, 2 ,----Використовуючи
(Со) властивість напівгрупи Tt, легко довести цю ж  властивість для напівгрупи <S>nTt . 
Остаточно, одностайна неперервність та сильна неперервність напівгрупи Г (Т() випли
ває із властивостей топології прямої суми.

Знайдемо генератор напівгрупи 0 nTf. Для кожного фіксованого qn = 0 пу? маємо

t=0

ί= 0

п ^
У " Ttip (g) · · · 0  Tt(f  0  0  0  · ■ · 0  Гг<̂
j  = l  V----------------------------------------------------------------------------------- „--/ N------ v ----------- /

j  n - j
n

v? 0  · · · 0  cp 0  £>(y?) 0  φ  0  · · · 0  φ  ■
i = x j  n - j

Операція диференціювання D є лінійною і неперервною в просторі S+ [1]. Тому оператор 
0 J~'/+ 0  D 0 "-J /+, де І+ позначає тотожній оператор в jSf[«S+], належить простору 

[0"р5 +]. Для завершення доведення пункту (і) залишилось використати те, що кожен 
елемент q Є Σ®<ξζ+ ®"р*̂ + можна апроксимувати лінійною комбінацією елементів (4).

Використовуючи теорію двоїстості і дуальність (Ппє2+ І Σ η ε ζ + K v s + ) ’ лег-
ко провести аналогічні міркування для доведення пункту (іі). □

Теорема 2. (і) Генератор dT(D') є  н епер ервним дифер енц іюванням  на згортковій  
алгебрі  ®"ρ5 +, тобто

dr (D ')(p*7) = [ d r (D' ) p ] *q+p*[ d r (D' ) q ]  (5)

д л я  дов ільних p. q Є E®ez+ ®"ρ5 +·
(ii) Генератор dF(D) є неперервним дифер енц іюванням  на згортковій алгебрі

Ппєг+ » ”,р5+> гобто

dr(D)(p * 9) = [dr(D)p] * g + p * [dr(D)g] (6)

(ііі) Генератори dr(D) і dF(D') задовольняють д уал ьн е  сп івв іднош ення

х ®
(dr(D )p \q) = -  (p I d r (D ')g ) , Vp Є П  ®"p5 +> V? є  Σ  ®"ι>5 +·

nGZ-f. nGZ-f.

Доведення, (і) Нехай p = E®ez+ ® V  є  Σ®εζ+ ®"р5 + i Q = Σ®εζ+ ®Τί'1/’ Є E ? ez+ «"ρ 5 +> 
φ , ψ  Є S+. Тоді

( φ \ / φ \ ф ^

Σ »ν * Σ = Σ І> »  ® («""»·
nez+ У \n6Z+ у 7ieZ+ m=0

Нехай позначає оператор, що на довільний елемент виду 0 пу? Є ®",ρ^+ Діє за 
правилом

”D [ 0 n v?] := V? 0  · ■ · 0  φ  0  D(ip)  0 у? 0  -  · 0  уз .
j  n-j

Далі безпосередньо переконуємося у правильності рівності (5):

dP{D')(p*q)  = Σ  Σ Σ  ”D[(0”V) 0 (0"-?η'0)] =
neZ+ m=0 j=l

© η  (  m  n —m

Σ  Σ  Σ™̂ ®"1̂  ® (®n“m'0) η- Σ(0”ι<̂) ®пт [̂®п' т'0]
neZ+ ш=0 \ 1 j=i

© n / m \ Ф П / n - m

ΣΣ (ΣΓβΐ®>ι)® + ΣΣ (®”v>®(Σ”TD[®n””v>]) =
nez+ m=0 \ j=l / nez+ m=0 \ j=l

[dr(D')p] * <7 + p * [dr(D')g].
(ii) Доведення рівності (б) проводиться аналогічно.
(iii) Правильність співвідношення (7) відразу слідує із рівностей D' — —D та

Σ ρ > " !| " " )  = ( Σ ? £,ί® ”Λ 
0=1 / \ і=1

η
λ™/ 1 = -  (ρ„  j Σ ^ ΐ ' ^ γ  ·

де ρ„ = 0 ”/ Є 0?,p«s;, / Є S ’+, q n = ®ηφ  Є 0"iP<S+, φ  Є 5+, а оператор "D' визначається 
за формулою "Ζ)/[0 ”/] := / 0  · · · 0  / 0  £^(/) 0  / 0  · · · 0  / ■ D

n - j

Елементи простору V'(S'+) ми називатимемо поліноміальними повільно зр о стаючи 
ми у за гальненими функціями.



З Поліноміальне  розширення перетворення Фу р ’є-Л ап л а с а

Відомо з [1], що перетворення Фур’є φ(ζ)  := [F<p(i)](0 бієктивно і неперервно від
ображає простір S  на простір S. Побудуємо факторпростір

5 + := S/F  [ ( - s ; ) '] ,

який, очевидно, буде образом при перетворенні Фур’є елементів з простору S+, тобто 
визначеним є відображення F+: <S+ і—> S+. Користуючись ін’єктивністю відображе
ння F+, простір S+ наділимо індукованою перетворенням F+ топологією. Звідси ви
пливає, що простір S+ є ядерним (F) простором. Нехай F '+: S'+ \— > S'+ — спряжене 
до F+ відображення, де S'+ — сильно спряжений до «S+ простір. Перетворення Т'+ := 
2n(F+)~1: S'+ З / і—> / Є S'+ назвемо узагальненим пер етвор енням  Ф ур ’є-Лапласа 
узагальнених функцій з класу S'+. ^

Відображення Р + є неперервним у сильній топології простору S '+, тому S'+ є ядерним 
(DF)  простором. Крім того S'+ є мультиплікативною алгеброю з одиницею δ відносно 
множення

(/ * » )  = / · ? .  f , 9 ^ S ' +.
Білінійна форма (F+f  \ F+ψ) = (F'+J-'+f  \ φ)  = 2π (/ | φ), де / Є S'+, φ Є S+ визна

чає нову дуальність («S+ | <S+).
Використовуючи твердження 1.1, ми можемо розширити узагальнене перетворення 

Фур’є-Лапласа на алгебру V(S'+) наступним чином.
Комутативна діаграма

п
пЄ Z+

F'
P'(S'+)

П

однозначно визначає поліноміальне розширення

F'+ : P'GSU З Р  =  Π ^  Р := П F«(p”) Є Р" е Р"<5+)
n£Z+ n€Z+

узагальненого перетворення Фур’є-Лапласа J -'+, де -  однорідний випадок відображе
ння F'+, тобто перетворення, що однозначно визначається комутативною діаграмою

Pn(S+) Pn(S+)

т
п-р.

Ts>

Відображення F'+ ми назвемо поліноміальним п ер етвор енням  Ф ур ’є-Лапласа. Слід 
зауважити, що це відображення належить діагональній підалгебрі [P'(<S )̂, P'(<S+)].

Більше того, перетворення F+ діє як сюр’єктивний топологічний ізоморфізм з P'(«S. 
на P'(<S+).

З наслідку 1.1 випливає, що звуження

F+ := F+ |Р(5;)

на щільну підалгебру P(<S+) С P'(<S+) діє як алгебраїчний ізоморфізм

F+: P(S'+) 3 Q = Y j Q n ^ Q  -.= Y J Fn(Qn)  e  P(S'+), Qn є Pn(S'+),
nG Z+ nE Z-f

де F„ := Fn |pn(5 )̂· Крім того, правильною є дуальна рівність ^P  \ Q  ̂ = (P  \ Q ) .

П риклад 3.1. Знайдемо у за гальн ен е  перетворення Ф у р ’є-Лапласа дельта-функції  
Дірака

/·+оо /·+оо
{Ґ+6 І F+φ) = 2π (δ І φ) = 2тг^(0) = / ειίξ φ(ξ)  άξ = φ(ξ)  άξ = (1 | F+ φ) .

7-00 ί=ο 7-00

Таким чином, Τ'+δ = 1.
X

Розглянемо  елемент δρ з  простору
neZ-f.

δρ = ( δ , δ ®δ , . . . , ®ηδ, . . . ) .

Зауважимо, щ о  кожен  <g)n0 Є можна розуміти я к  η -однор ідний  поліпом з  про 
стору P η (5+) В с ен с і  формули (1).

Обчислимо поліноміальне перетворення Ф у р ’є-Лапласа елемента δρ. Для д ов іл ьно г о  
η Є N маємо

» η7 · ; [ « η5] = ι « · · · « ι  = 0 ηι.

Тому остаточно отримаємо F'+ [£р] = ( 1 , 1 ® 1 , . . . , ® п1 , . . . ) .

П риклад 3.2. Нехай Θ(χ) -  функц ія  Хевісайда. Знайдемо ї ї  у з а гальн ен е  перетворення  
Ф ур  ’є-Лапласа.

РО С

{Ґ+0 І F+φ) = 2π{θ\φ)  = 2π / φ( ί )  dt =
J o

r +oo
2π / e“lti </?(£) c/i

J o
2πφ(0) = 2π (5 I F+</?).

Отримали Jr'+6 = 2πδ. Знайдемо поліноміальне перетворення Ф у р ’є-Лапласа елемента 
θρ = ( ^0 ,  (хз . . . ,  . . . ) .  Для д о в іл ьно г о  η  Є N маємо
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